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分担值与亚纯函数的正规族
*

尚 海 涛

(华东交通大学理工学院 基础学科部,南昌330100)

摘要:本文通过定义R1= f1=f-c;f∈{ }R ,将R在Δ上的正规转换为研究R1 在Δ上的正规。运用文献[8]得到R1 在

Δ不正规的充分必要条件:存在点列zj∈Δ,函数列f1j∈R1 和正数列ρj→0+,使得gj(ξ)=f1j(zj+ρjξ)→g(ξ),并且g(ξ)
是非常数亚纯函数,再运用分担值的定义和文献[9]中的不等式得到g(ξ)又必为一个常数,通过反证推广了陈怀惠和方

明亮的结果。设R是区域D 上的一族亚纯函数,k是一不小于2的正整数,a,b,c是有穷复数,a≠b,如果对任意的f∈R,

f-c的零点重级至少是k,并且f和f(k)在D 分担a 与b,则R在D 上正规。
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1引言及主要结果

本文使用亚纯函数的值分布理论的记号和概念(参见文献[1-4]),使用Δ 复平面上的单位开圆盘,D 表示复

平面上的一个区域,f#(z)表示f(z)的球面导数。

设f为区域D 上的亚纯函数,a∈D 为有穷复数,定义:E
-

f(a)={z∈D∶f(z)=a},如果定义在区域D 上的

两个亚纯函数f 和g 满足E
-

f(a)=E
-

g(a),则称f和g 在D 上IM分担a。有关分担值参见文献[2]。
定义 设R为区域D 上的一族亚纯函数,若对R中的任一函数列fn(z)(n=1,2,…),都可选出一个子列

fnk
(z)(k=1,2,…)在区域D 上按球距内闭一致收敛,则称R在D 内正规。
上述定义参见文献[1]。

Schwick首先把分担值与正规族联系起来,证明了定理1。
定理1[3] 设R为单位圆盘Δ上的亚纯函数族,a1,a2,a3 为3个互为判别的有穷复数。如果任意的f∈R,

a1,a2,a3 为f和f′在Δ 上的IM分担值,则R在Δ上正规。
徐焱证明了定理2。
定理2[4] 设R为单位圆盘Δ上的全纯函数族,a和b为两个互为判别的有穷复数。如果任意的f∈R,a

与b为f 和f′在Δ 上的IM分担值,则R在Δ上正规。
庞学诚和Zalcman证明了如下定理3。
定理3[5] 设R为单位圆盘Δ上的亚纯函数族,a和b为两个互为判别的有穷复数,c为非零复数。如果任

意的f∈R,有 E
-

f(0)=E
-

f(a),E
-

f(c)=E
-

f(b)
则R在Δ上正规。

黄小军证明了下述定理4。
定理4[6] 设R为单位圆盘Δ上的亚纯函数族,k是一正整数,a和b为两个互为判别的有穷复数,c为非零

复数。如果任意的f∈R,f的零点重级至少是k,并且

E
-

f(0)=E
-

f
k(a),E

-

f(c)=E
-

f
k(b)

则R在Δ上正规。
陈怀惠和方明亮证明了如下定理5。
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定理5[7] 设R是区域D 上的一族亚纯函数,k是一不小于2的正整数,a,b,c是有穷复数,a≠b,如果对任

意的f∈R,f-c的零点重级至少是k+1,并且f和f(k)在Δ上IM分担a与b,则R在D 上正规。
自然地,很多人会问定理5中的条件f-c的零点重级至少是k+1是不是可以改成k? 在本文中作者回答

了这个问题,证明了定理6。
定理6 设R是区域D 上的一族亚纯函数,k是一不小于2的正整数,a,b,c是有穷复数,a≠b,如果对任意

的f∈R,f-c的零点重级至少是k,并且f和f(k)在D 分担a 与b,则R在D 上正规。

2引理

引理1[8] 设R为单位圆盘Δ上的亚纯函数族,k是一正整数,且族R中每个函数的零点重数至少为k,则
若R在Δ内不正规的充要条件是存在

Ⅰ)复数列zj∈Δ;
Ⅱ)函数列fj∈R;
Ⅲ)正数列ρj→0+。

使得gj(z)=fj(zj+ρjz)→g(z),按球面距离内闭一致收敛,这里的g(z)是复平面C 上的非常数亚纯函数且

g(k)(z)不恒为0。
引理2[9] 设f是一亚纯函数,k是一正整数,并且f

(k)(z)≠0,则对任意的ε>0,有

N(r,f)≤1kN r,1
f(k

æ

è
ç

ö

ø
÷) +1kN(r,f)+εT(r,f)+S(r,f)

3定理的证明

无妨设D=Δ,令R1= f1=f-c;f∈{ }R,显然R在Δ上正规当且仅当R1 在Δ上正规。由已知条件易得:

对任意的f1∈R1,E
-
(a-c,f1)=E

-
(a,f1(k)),E

-
(b-c,f1)=E

-
(b,f1(k))。

假设R1 在Δ不正规,据引理1,有f1j∈R1,zj∈Δ和ρj→0+,使得

gj(ξ)=f1j(zj+ρjξ)→g(ξ)
按球面距离內闭一致收敛,这里的g(ξ)是复平面C 上的非常数亚纯函数且满足g(k)(ξ)≠0。可以断言

g(k)(ξ)≠0,g(ξ)≠a-c,g(ξ)≠b-c。
事实上,假设g(k)(ξ0)=0,因为gj

(k)(ξ)-ρj
ka→g(k)(ξ)和g(k)(ξ)≢0,故存在ξj,ξj→ξ0,使得

gj
(k)(ξj)-ρj

ka=0 i.e.f1j(k)(zj+ρjξj)=a

由E
-
(a-c,f1)=E

-
(a,f1 (k)),故f1j(zj+ρjξj)=a-c。

因此,g(ξ0)=lim
j→¥

gj(ξj)=a-c。

同理可得g(ξ0)=b-c。
又a≠b知,矛盾,故g(k)(ξ)≠0。
现在,需证明g(ξ)≠a-c。假设存在点ξ0,使得g(ξ0)=a-c,由g(ξ)≢a-c,由 Hurwitz定理,存在点列ξj

*,

ξj
*→ξ0,满足f1j(zj+ρjξj

*)=a-c,由E
-
(a-c,f1)=E

-
(a,f1(k)),有ρj

kf1j
(k)(zj+ρjξj

*)=ρj
ka,令j→¥,则有

g(k)(ξ0)=0,矛盾。
同理g(ξ)≠b-c。
根据Nevanlinna第二基本定理及引理2,有

T(r,g)≤N(r,g)+Nr, 1
g-(a-c

æ

è
ç

ö

ø
÷

)+Nr, 1
g-(b-c

æ

è
ç

ö

ø
÷

)+S(r,g)≤N(r,g)+S(r,g)≤

1
kN r,1

g(k
æ

è
ç

ö

ø
÷) +1kN(r,g)+εT(r,g)+S(r,g)≤1kN(r,g)+εT(r,g)+S(r,g)

取ε=14
,则T(r,g)≤ 1

k+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 T(r,g)+S(r,g)。又k≥2,所以T(r,g)≤O(1)S(r,g),因此g为一常数,

矛盾,定理6得证。
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SharingValuesandtheNormalFamilyofMeromorphicFunctions

SHANGHai-tao
(DepartmentofBasicSciences,InstituteofTechnology,

EastChinaJiaotongUniversity,NanchangJiangxi330100,China)

Abstract:Inthispaper,definingR1= f1=f-c;f∈{ }R ,ThenRisnormalinΔifandonlyR1isnormalinΔ.Byusingthe
literature[8]togetanecessaryandsufficientconditionwhichR1isnotnormalinΔ:thereexistcomplexpointszj∈Δ,functions

f1j∈R1andpositivenumbersρj→0+,suchthatgj(ξ)=f1j (zj+ρjξ)→g(ξ),whereg(ξ)isnonconstant.Andthenbyusing
thedefinitionofsharedvaluesandtheliterature[9]getg(ξ)shallbeaconstant,thatisacontradiction,promotingtheresultsof
ChenHuai-huiandFangMing-liang.LetRbeafamilyofmermorphicfunctionsinadomainD,letk≥2beapositiveinteger,and

a,b,cbedistinctcomplexnumbers.Ifforeachf∈R,thezerosoff (z)-careofmultiplicity≥k,andE
-

f (a)=E
-

f(k) (a),

E
-

f (b)=E
-

f(k) (b),thenRisnormalinD.
Keywords:normalfamily;sharedvalues;Mermorphicfunctions
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