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摘要:有研究对可微的无约束伪不变凸极值问题的解集进行了刻画。本文在此基础上,在广义不变凸性假设下,利用广义

Clarke梯度和Lagrange乘子研究了一类不可微的带约束的伪不变凸极值问题的一些性质。首先在广义Clarke梯度的基

础上,给出了此类带约束的非可微伪不变凸极值问题的一些性质;然后在一定条件下证明了此类问题的可行集和最优解

集是不变凸的;最后利用广义Clarke梯度和Lagrange乘子得到了最优解集的一些等价刻画。
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2009年,杨新民对可微的无约束为不变凸极值问题的解集进行了刻画[1]。本文在此基础上,利用广义

Clarke梯度和Lagrange乘子对一类不可微带约束的伪不变凸极值问题的解集进行了研究,并得到了一些结果。

1 预备知识

定义1[2] φ:X⊂Rn→R是局部Lipschitz函数,v∈Rn,定义φ0 x,( )v 为φ 在x 处沿方向v 的广义Clarke导

数,且记为φ0 x;( )v =limsup
y→x,λ↓0

φy+λ( )v -φ( )y
λ

。

定义2[2] φ:X⊂Rn→R是局部Lipschitz的。φ在x∈X 处的广义Clarke梯度定义为∂φ( )x ,并记为∂φ( )x =

ξ∈Rn:φ0 x;( )v ≥ξΤv,∀v∈R{ }n 。
于是,φ0(x;v)=max{<ξ,v>,∀ξ∈∂φ(x),∀v∈Rn}。
定义3[3] 称Γ是关于η的不变凸集,若∀x,y∈Γ,∀λ∈[0,1],y+λη(x,y)∈Γ。
定义4[4] η:Γ×Γ→Rn,称η满足条件C,若∀x,y∈Γ,λ∈[0,1],则

η(y,y+λη(x,y))=-λη(x,y),η(x,y+λη(x,y))=(1-λ)η(x,y)
定义5[5] 称f满足条件D,若∀x,y∈Γ,f(y+η(x,y))≤f(x)。
定义6[6] 集合Γ是关于η的不变凸集,称f在Γ上是径向上半连续的,若∀x,y∈Γ,g(λ)=f(y+λη(x,y))

在[0,1]上是上半连续的。
定义7[7] 函数f:Rn→R,称为:1)正齐次的,若∀x∈Rn,∀r>0,f(rx)=rf(x);2)次奇的,若∀x∈

Rn\{0},f(x)+f(-x)≥0。
定义8[8] 集合Γ是关于η的不变凸集,称f:Γ→R是关于η的伪不变凸函数,如果∀x,y∈Γ,∀ξ∈∂f(x),

<ξ,η(x,y)>≥0⇒f(x)≥f(y),或者等价地f(x)<f(y)⇒<ξ,η(x,y)><0。
考虑如下伪不变凸极值问题

(P) minf(x)
  s.t.gi(x)≤0,i=1,2,…,p;x∈Γ

其中η:Γ×Γ→R是给定的向量值函数,集合Γ是关于η的不变凸集,f:Γ→R和gi:Γ→R(i=1,2,…,p)都是局

部Lipschitz的关于η的伪不变凸函数。假设问题(P)的解集非空,记A:={x∈Γ:gi(x)≤0,i=1,2,…,p},
S:=argmin

x∈A
f(x)。
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令I={1,2,…,p},z∈S,λ=(λ1,λ2,…,λp)∈Rp 是最优解z 对应的Lagrange乘子,I(z)={i∈I:gi(z)=

0};～I(z)={i∈I(z):λi>0}。

2 问题(P)的一些性质

引理1[9] 集合Γ是关于η的不变凸集,f:Γ→R是关于η的预拟不变凸函数当且仅当f 的下水平集是关于

η的不变凸集。
引理2 集合Γ是关于η的不变凸集,f:Γ→R是关于η的预拟不变凸函数,则∀x,y∈Γ,∀ξ∈∂f(y),f(x)≤

f(y)⇒<ξ,η(x,y)>≤0。
证明 假设∀x,y∈Γ,f(x)≤f(y)。因为f:Γ→R是关于η的预拟不变凸函数,故

∀λ∈[0,1],f(y+λη(x,y))≤max{f(x),f(y)}≤f(y)
又因为f在Γ 上是局部Lipschitz的,于是对任意充分小的ε>0有

f0(y;η(x,y))=lim
z→y
sup
λ↓0

f(z+λη(x,y))-f(z)
λ ≤limsup

λ↓0

f(y+λη(x,y))-f(y)
λ +ε≤ε

由ε的任意性可知,f0(y;η(x,y))≤0,而注意到φ0(x;v)=max{<ξ,v>,∀ξ∈∂φ(x),∀v∈Rn}。进而有∀ξ∈
∂f(y),<ξ,η(x,y)>≤0。 证毕

引理3 集合Γ是关于η的不变凸集,η满足条件C。f:Γ→R是关于η的伪不变凸函数且满足条件D,则

f:Γ→R是关于η的预拟不变凸函数。
证明 假设f:Γ→R不是关于η的预拟不变凸函数,则∃x,y∈Γ,∃λ∈[0,1],使得 f(y+λη(x,y))>

max{f(x),f(y)}。
不失一般性,假设f(x)≤f(y),并且记z=y+λη(x,y),则显然

f(x)≤f(y)<f(z) (1)
于是由(1)式和f关于η的伪不变凸性,有

∀ξ∈∂f(z),<ξ,η(x,z)><0 (2)
又由η满足条件C可知,η(x,z)=(1-λ)η(x,y),η(y,z)=-λη(x,y)。结合这两式有

η(x,z)=-
1-λ
λ η(y,z) (3)

由(2)、(3)式易知

∀ξ∈∂f(z),<ξ,η(y,z)>>0 (4)
令z=z+μη(y,z),μ∈(0,1),一定有

f(z)>f(z)>f(y) (5)
否则,∃μ∈(0,1),使f(z)≤f(z),亦即f(z+μη(y,z))≤f(z)。由引理2,有

∀ξ∈∂f(z),<ξ,η(z+μη(y,z),z)>≤0 (6)
再由η满足条件C可知η(z+μη(y,z),z)=μη(y,z)。于是由(6)式有<ξ,η(y,z)>≤0。这显然与(4)式矛盾,又
由(5)式和f关于η的伪不变凸性,∀ζ∈∂f(z),有

<ζ,η(z,z)><0 (7)
<ζ,η(y,z)><0 (8)

注意到η满足条件C,有η(y,z)=(1-μ)η(y,z),η(z,z)=-μη(y,z)。于是由(7)、(8)式分别可得

<ζ,η(y,z)>>0和<ζ,η(y,z)><0,矛盾。 证毕

引理4 对问题(P),假设η满足条件C,gi(i∈I)满足条件D,则A 是关于η的不变凸集。
证明 gi(i∈I)是关于η的伪不变凸函数,由引理3可知,gi(i∈I)是关于η的预拟不变凸函数,再由引理1

可知,∀i∈I,Ai={x∈Γ:gi(x)≤0}是关于η的不变凸集。于是A=∩
p

i=1
Ai 是关于η的不变凸集。 证毕

定理1 对问题(P),假设η满足条件C,gi(i∈I)满足条件D。此外假设满足适当的约束规格。则z∈S当

且仅当存在Lagrange乘子λ=(λ1,λ2,…,λp)∈Rp,使得

0∈∂f(z)+∑
i∈I

λi∂gi(z) (9) λi≥0,λigi(z)=0,∀i∈I (10)

  证明 必要性在文献[2]中已经由Clarke给出。下面证明充分性,假设(9)、(10)式满足,证明z∈S。设∃z∈

61 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第31卷



A,使f(z)<f(z)。由f关于η的伪不变凸性,有
∀ξ∈∂f(z),<ξ,η(z,z)><0 (11)

由(9)式有

∃ξ̂∈∂f(z),∃η̂i∈∂gi(z)(i∈I),s.t.<ξ̂,η(z,z)>+∑
i∈I

λi<η̂i,η(z,z)>=0 (12)

由(11)、(12)式,显然

∑
i∈I

λi<η̂i,η(z,z)>>0 (13)

另一方面,由(10)式,对 ∀i∈I(z),显然gi(z)≤0=gi(z)。由gi(i∈I)关于η的伪不变凸性、引理3及

引理2,有 ∀ηi∈∂gi(z),i∈I(z),<ηi,η(z,z)>≤0。于是,有∑
i∈I(z)

λi<ηi,η(z,z)>≤0,∀ηi∈∂gi(z)。由(10)

式有∑
i∈I

λi<ηi,η(z,z)>≤0,∀ηi∈∂gi(z)。特别地,∑
i∈I

λi<η̂i,η(z,z)>≤0,这与(13)式矛盾。 证毕

定理2 对问题(P),假设η满足条件C,gi(i∈I)满足条件D,则解集S是关于η的不变凸集。
证明 ∀x,y∈S,显然x,y∈A且f(x)=f(y)。∀λ∈[0,1],令z=y+λη(x,y),由引理4易知z∈A。又由f关

于η的伪不变凸性和引理3可知,f(z)=f(y+λη(x,y))≤max{f(x),f(y)}=f(x)。因此,z∈S。 证毕

定理3 对问题(P),假设η满足条件C,gi(i∈I)满足条件D,z∈S,存在Lagrange乘子λ= (λ1,λ2,…,λp)∈

Rp,使得(9)、(10)式成立,则 ∀x∈S,∑
i∈I(z)

λigi(x)=0;并且在S上f(·)+∑
i∈I(z)

λigi(·)是常值。

证明 只需证 ∀x∈S,∑
i∈I(z)

λigi(x)=0即可。事实上,如果 ～I(z)=∅,结论显然成立。如果 ～I(z)≠ ∅,显

然 ∀x∈S,∑
i∈I(z)

λigi(x)=0⇔∑
i∈ ～I(z)

λigi(x)=0。易证,∀x∈S,i∈
～I(z),gi(x)=0,故∑

i∈ ～I(z)
λigi(x)=0。否则,

设∃i0 ∈
～I(z),x̂∈S,使得gi0

(x̂)<0。因此,gi0
(x̂)<0=gi0

(z).由gi0
关于η的伪不变凸性,有

∀ηi0∈∂gi0
(z),<ηi0,η(x̂,z)><0 (14)

此外,对i∈～I(z)\{i0},gi(x̂)<0=gi(z),由gi(i∈
～I(z)\{i0})关于η的伪不变凸性、引理3和引理2,有

∀ηi∈∂gi(z)(i∈
～I(z)\{i0}),<ηi,η(x̂,z)>≤0 (15)

由(14)、(15)式可知

∑
i∈ ～I(z)

λi<ηi,η(x̂,z)><0 (16)

另一方面,由(9)式知,∃ξ̂∈∂f(z),η̂i∈∂gi(z)(i∈
～I(z)),使得

<ξ̂,η(x̂,z)>+∑
i∈ ～I(z)

λi<η̂i,η(x̂,z)>=0 (17)

因此,由(16)、(17)式有

<ξ̂,η(x̂,z)>>0 (18)
对x̂∈S,f(x̂)=f(z),由f关于η的伪不变凸性、引理3和引理2可知,∀ξ∈∂f(z),<ξ,η(x̂,z)>≤0。这与

(18)式矛盾。 证毕

3 问题(P)的解集刻画

下面利用Clarke次梯度和Lagrange乘子对问题(P)的解集进行了刻画。这些结果可用于寻找问题(P)的所

有最优解,本节始终假设定理3的条件满足,并且记

Γ1={x∈Γ:gi(x)=0,∀i∈
～I(z);gi(x)≤0,∀i∈I\

～I(z)}

Γ2={x∈Γ:gi(x)≤0,∀i∈I\
～I(z)},C(z)={ξ∈∂f(z):<ξ,η(x,z)>≥0}

定理4 对问题(P),z∈S,假设S1={x∈Γ1:∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>=0},S2={x∈Γ1:∃ζ∈∂f(x),
<ζ,η(z,x)>≥0},S3={x∈Γ1:∃ξ∈C(z),ζ∈∂f(x),<ξ,η(x,z)>=<ζ,η(z,x)>},S4={x∈Γ1:∃ξ∈C(z),ζ∈
∂f(x),<ξ,η(x,z)>≤<ζ,η(z,x)>},S5={x∈Γ1:∃ξ∈C(z),ζ∈∂f(x),<ξ,η(x,z)>=<ζ,η(z,x)>=0},则S=
S1=S2=S3=S4=S5。
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证明 显然,S5⊆S1⊆S2,S5⊆S3⊆S4。故只需证明S⊆S5,S2⊆S,S4⊆S。

首先证S⊆S5。∀x∈S,因为满足定理3的条件,故有∑
i∈I(z)

λigi(x)=0。进而,gi(x)=0,∀i∈
～I(z);gi(x)≤

0,∀i∈I\～I(z)。因为z∈S,x∈S,由定理2可知,对 ∀λ∈ [0,1],有x+λη(z,x)∈S,z+λη(x,z)∈S。
∀λ∈ [0,1],f(x+λη(z,x))=f(x)。则 ∃δ∈ (0,1],s.t.

sup
‖y-x‖<δ
 0<λ<δ

f(y+λη(z,x))-f(y)
λ ≥f

(x+λη(z,x))-f(x)
λ =0

进而,f0(x;η(z,x))=lim
y→x
sup
λ↓0

f(y+λη(z,x))-f(y)
λ ≥0。由Clarke次梯度的定义,有

f0(x;η(z,x))=max{<ζ,η(z,x)>,∀ζ∈∂f(x)}
故 ∃ζ∈∂f(x),s.t.<ζ,η(z,x)>≥0 (19)

另一方面,因为f(z)=f(x),由f关于η的伪不变凸性、引理2和引理3可知,∀ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>≤
0。故对上面的ζ∈∂f(x),亦有<ζ,η(z,x)>≤0。由此式和(19)式可知,∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>=0。

此外,∀λ∈[0,1],f(z+λη(x,z))=f(z)。同理可证,∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>=0。故x∈S5。

然后证S2⊆S。∀x∈S2,则gi(x)=0,∀i∈
～I(z);gi(x)≤0,∀i∈I\

～I(z)。显然x∈A,且∃ζ∈∂f(x),
s.t.<ζ,η(z,x)>≥0。由f关于η的伪不变凸性可知,f(z)≥f(x)。而z∈S,故x∈S。

最后证S4⊆S。∀x∈S4,则gi(x)=0,∀i∈
～I(z);gi(x)≤0,∀i∈I\

～I(z)。显然x∈A,且∃ξ∈C(z),ζ∈
∂f(x),s.t.<ξ,η(x,z)>≤<ζ,η(z,x)>。

注意到C(z)的定义,于是有0≤<ξ,η(x,z)>≤<ζ,η(z,x)>,进而<ζ,η(z,x)>≥0。
由f关于η的伪不变凸性可知,f(z)≥f(x)。而z∈S,故x∈S。命题成立。 证毕

定理5 对问题(P),设z∈S,假设

S6={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>=0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>=0}

S7={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>=0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>≥0}

S8={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≥0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>=0}

S9={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≥0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>≥0}

S10={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>=0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>=<ζ,η(z,x)>}

S11={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>=0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>≤<ζ,η(z,x)>}

S12={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≥0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>=<ζ,η(z,x)>}

S13={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≥0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>≤<ζ,η(z,x)>}

S14={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≥0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>=<ζ,η(z,x)>=0}

S15={x∈Γ2:∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>=0,∀i∈
～I(z);∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>=<ζ,η(z,x)>=0}

则S=S6=S7=S8=S9=S10=S11=S12=S13=S14=S15。
证明 显然有如下关系式:S15⊆S6⊆S7⊆S9;S15⊆S10⊆S11⊆S13;S15⊆S14⊆S8⊆S9;S15⊆S14⊆S12⊆S13。

下面只需证明S⊆S15,S9⊆S,S13⊆S。
先证S⊆S15。∀x∈S,由定理4中第一部分的证明可知,∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>=<ζ,η(z,x)>=0。

由定理2,有∀λ∈[0,1],x+λη(z,x)∈S。由定理3,有∀i∈～I(z),gi(x+λη(z,x))=gi(x)=0。因此,∀i∈
～I(z),∃δ∈(0,1],使得 sup

‖y-x‖<δ
 0<λ<δ

gi(y+λη(z,x))-gi(y)
λ ≥gi(x+λη(z,x))-gi(x)

λ =0。进而,∀i∈ ～I(z),

g0i(x;η(z,x))=lim
y→x
sup
λ↓0

gi(y+λη(z,x))-gi(y)
λ ≥0。

由Clarke次梯度的定义,知∀i∈～I(z),g0i(x;η(z,x))=max{<ηi,η(z,x)>,∀ηi∈∂gi(x)}。故
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∀i∈～I(z),∃ηi∈∂gi(x),s.t.<ηi,η(z,x)>≥0 (20)

另一方面,∀i∈～I(z),gi(z)=gi(x)=0。由gi 关于η的伪不变凸性、引理2和引理3知,∀i∈～I(z),∀ηi∈

∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≤0。再由(20)式可知,∀i∈～I(z)和上面的ηi∈∂gi(x),有<ηi,η(z,x)>=0。故x∈S15。
再证S9⊆S。∀x∈S9,则∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>≥0;对

∀i∈I\～I(z),gi(x)≤0 (21)

对 ∀i∈～I(z),∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≥0 (22)

由gi 关于η的伪不变凸性和(22)式可知,∀i∈～I(z),gi(x)≤gi(z)=0。由此式和(21)式可知,对∀i∈I,

gi(x)≤0,因此x是可行点。又由f关于η的伪不变凸性和(22)式有f(z)≥f(x)。注意到z∈S,因此x∈S。

最后证S13⊆S。∀x∈S13,则∃ζ∈∂f(x),ξ∈C(z),<ξ,η(x,z)>≤<ζ,η(z,x)>;∀i∈I\
～I(z),gi(x)≤0;

∀i∈～I(z),∃ηi∈∂gi(x),<ηi,η(z,x)>≥0。
类似前面证明易知x是可行点。而ξ∈C(z)={ξ∈∂f(z):<ξ,η(x,z)>≥0},于是∃ζ∈∂f(x),<ζ,η(z,x)>≥0。

由f关于η的伪不变凸性,f(z)≥f(x)。而z∈S,故x∈S。 证毕
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Abstract:YangX.M.studiedoncharacterizingthesolutionsetsofpseudoinvexextremumproblemswithoutconstraintin2009.This

paper,basedonhissignificantwork,studiesthecharacterizationsofthesolutionsetforaclassofnondifferentiablepseudoinvexex-
tremumproblemswithsomeconstraintsviageneralizedClarkegradientandLagrangemultiplier,andsomepropertiesofthisclassof

problemsaregiven.First,somepropertiesaregivenforthenondifferentiablepseudolinearprogrammingwithconstraintsunderthe

generalizedClarkegradient.Evenincertainconditions,theoptimalsolutionsetandfeasiblesetisinvexforsuchproblems.Finally,

somecharacterizationsofthesolutionsetareprovedviathegeneralizedClarkegradientandLagrangemultiplier.
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