
 2014年1月 重庆师范大学学报(自然科学版) Jan.2014
第31卷 第1期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.31 No.1

运筹学与控制论 DOI:10.11721/cqnuj20140104

带有学习及退化效应和资源分配的交货期指派的单机排序问题
*
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摘要:本文讨论带有学习及退化效应和资源分配的交货期指派的单机排序问题。所有工件有一个公共的交货期,如果工

件在交货期内完工将不产生任何费用,但是在交货期之前或之后完工将产生相应的提前或延误费用。工件的实际加工时

间是与开工时间、在排序中位置和资源分配有关的函数。目标是确定最优交货期的位置、交货期的大小、工件的最优排序

和最优资源分配,最小化包括提前、延误、交货期大小、交货期位置和资源消耗的总费用。证明了带有学习及退化效应和

资源分配的交货期指派问题仍然是多项式可解的,并且最优算法是可以在O n( )3 时间内求出最优解。
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在许多实际排序问题中,一个工件的加工时间可能由于退化效应、学习效应或资源分配而发生改变。

Browne和 Yechiali[1]首先引进了带有退化效应的排序问题,其中工件的加工时间是与开工时间有关的线性不减

函数。Cheng[2,3]等分析了带有退化效应的工期指派问题。Cheng和 Wang[4]研究了带有学习效应的排序问题。

Wang和Guo[5]研究了带有学习及退化效应的单机排序问题,工件的加工时间定义为与开工时间和排序中位置

有关的函数,目标是确定工期和排序的最优组合来最小化总的提前、延误和工期,并证明了这个问题可以在

Onlog( )n 的多项式时间内求解。Shabtay和Steiner[6]研究了依赖资源约束的排序问题。Wang[7]等研究了带有

学习效应和资源分配的排序问题,分别讨论了两种资源消耗函数下最小化时间表长、总的完工时间(或等待时

间)、总的完工时间(或等待时间)的绝对差和资源消耗总费用,均给出了多项式时间算法。Yin和 Wang[8]研究

了带有可控加工时间和学习效应的单机排序问题,目标函数是最小化时间表长、总的完工时间(或等待时间)、总
的完工时间(或等待时间)的绝对差和总的压缩费用。通过将问题转化为指派问题,证明了这个问题是多项式时

间可解的。Lu[9]等研究了带有学习效应和依赖资源约束的工期指派的排序问题,工件的加工时间是与排序中位

置和资源分配有关的函数,目标是确定工期、资源分配和排序的最优组合来最小化总的提前、延误、工期和资源

消耗的总费用。对于两种不同资源消耗与两种不同的工期分派方法的每一种组合,均给出了多项式时间算法。

Wei[10]等研究了工件的实际加工时间为开始时间和资源分配函数的单机排序问题,目标是最小化时间表长、总
的完工时间(或等待时间)、总的完工时间(或等待时间)的绝对差和总的资源消耗费用,证明了这个问题是多项

式时间可解的。
近年来有关交货期的排序问题备受关注。在交货期的排序问题中,如果工件在交货期内完工不会产生费

用,如果在交货期之前或之后完工将会产生提前或延误费用。本文讨论带有学习及退化效应和资源分配的交货

期指派问题,目标是确定最优的交货期的位置、交货期的大小、工件的最优排序和最优资源分配,最小化包括提

前、延误、交货期大小、交货期位置和资源消耗的总费用。文中证明了带有学习及退化效应和资源分配的交货期

指派问题仍然是多项式可解的,并且给出了一个最优算法。

1问题描述

设有n个独立的工件组成集合J= 1,2,…,{ }n 要在一台机器上加工,每个工件在t=0时刻都可以加工,机
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器一次只能加工一个工件,并且不允许中断,pj j=1,2,…,( )n 表示工件Jj 正常的加工时间。假设如果工件Jj

被排在第r个位置,那么实际加工时间为pjr t,u( )j = pj+( )btraj-θjuj,其中t≥0是工件Jj 的开始加工时间,aj

≤0是工件Jj 的学习指数,b是所有工件相同的退化率,uj 表示分配给工件Jj 的资源,其中0≤uj≤uj<
pjnaj

θj
,

u-j 表示分配给工件Jj 的资源上界,θj 表示工件Jj 的正的压缩率。d ≥( )0 表示交货期开始时间,d2=d+D 表示

交货期的结束时间,其中D ≥( )0 表示交货期的宽度。在任何排序中一个工件完成时间不大于d认为是提前,任
何工件在d2 之后完成被认为是延误。本文中d和D 都是决策变量。对于一个给定的排序π,Cj=Cj ( )π 表示工

件Jj 的完成时间,Ej=max0,d-C{ }j 是工件Jj 的提前,Tj=max0,Cj-d-{ }D 是工件Jj 的延误,j=1,2,…,n。

目标是确定交货期开始时间d和宽度D 以及工件排序π和最优资源分配u*,使下述目标函数

fd,D,u,( )π =∑
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD+Gjuj) (1)

最小,其中α,β,γ,δ,Gj 分别是提前、延误、工期延误、交货期和资源分配的单位费用。使用三参数[13]表示可将问

题表示为1pjr t,u( )j = pj+( )btraj -θjuj ∑
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD+Gjuj)。

2最优解的性质

以下给出的最优解的性质,在带有学习及退化效应和资源分配的交货期指派的单机排序问题中同样适用。

引理1[11] 存在一个最优排序,第一个工件在t=0时刻开始加工,相邻工件之间没有任何空闲时间。

引理2[12] 存在一个最优排序,交货期的开始时间等于第k个工件的完成时间,其中k=énδ-( )γ/α ù,交货

期的完工时间等于第k+m 个工件的完工时间,其中k+m=énβ-( )δ/βù,éx ù表示大于或等于x 的最小整数。

3最优算法

以下给出在带有学习及退化效应和资源分配的交货期指派的单机排序问题中最优资源分配和工件最优排序。

引理3 目标函数值可以表示为fd,D,u,( )π =∑
n

j=1
ωjp [ ]j +∑

n

j=1
G [ ]j u [ ]j ,其中ωj 表示第j个位置的工件

的位置权, ωj=
αj-( )1 +nγ,1≤j≤k
nδ,k+1≤j≤k+m

βn-j+( )1 ,k+m+1≤j≤

ì

î

í

ï
ï

ïï n

(2)

证明 fd,D,u,( )π =∑
n

j=1
αEj+βTj+γd+δD+Gju( )j =α∑

k

j=1
j-( )1p[j]+

β∑
n

j=k+m+1
n-j+( )1p[j]+nγ ∑

k

j=1
p[j( )] +nδ ∑

k+m

j=k+1
p[j( )] +∑

n

j=1
G[j]u[j]=∑

k

j=1
αj-( )1 +n( )γ p[j]+

∑
k+m

j=k+1
nδp[j]+ ∑

n

j=k+m+1
βn-j+( )1p[j]+∑

n

j=1
G[j]u[j]=∑

n

j=1
ωjp[j]+∑

n

j=1
G[j]u[j]

其中ωj 由(2)式确定,p[j]表示排在第j个位置的工件的实际加工时间。工件的实际加工时间为

p[1]=p[1]-θ[1]u[1], p[2]=p[2]2a[2]-θ[2]u[2]+b2a[2](p[1]-θ[1]u[1]),

p[3]=p[3]3a[3]-θ[3]u[3]+b3a[3](p[2]2a[2]-θ[2]u[2]+(1+b2a[2])(p[1]-θ[1]u[1])),

p[4]=p[4]4a[4]-θ[4]u[4]+b4a[4](p[3]3a[3]-θ[3]u[3]+(1+b3a[3])(p[2]2a[2]-θ[2]u[2])

+(1+b3a[3])(1+b2a[2])(p[1]-θ[1]u[1])),
………

p[n]=p[n]na[n]-θ[n]u[n]+bna[n](p[n-1](n-1)a[n-1]-θ[n-1]u[n-1]+
(1+b(n-1)a[n-1])(p[n-2](n-2)a[n-2]-θ[n-2]u[n-2])+…+

(p[2]2a[2]-θ[2]u[2])Π
n-1

i=3
(1+bia[i])+(p[1]-θ[1]u[1])Π

n-1

i=2
(1+bia[i]))。
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fd,D,u,( )π =∑
n

j=1
αEj+βTj+γd+δD+Gju( )j =∑

n

j=1
ωjp[j]+∑

n

j=1
G[j]u[j]=

ω1(p[1]-θ[1]u[1])+ω2(p[2]2a[2]-θ[2]u[2]+b2a[2](p[1]-θ[1]u[1]))+
ω3(p[3]3a[3]-θ[3]u[3]+b3a[3](p[2]2a[2]-θ[2]u[2]+(1+b2a[2])(p[1]-θ[1]u[1])))+
ω4(p[4]4a[4]-θ[4]u[4]+b4a[4](p[3]3a[3]-θ[3]u[3]+(1+b3a[3])(p[2]2a[2]-θ[2]u[2])+

(1+b3a[3])(1+b2a[2])(p[1]-θ[1]u[1])))+…+
ωn-1(p n-[ ]1 (n-1)a[n-1]-θ[n-1]u n-[ ]1 +b(n-1)a[n-1](p n-[ ]2 (n-2)a[n-2]-θ n-[ ]2 u n-[ ]2 +

(p n-[ ]3 (n-3)a[n-3]-θ n-[ ]3 u n-[ ]3 )(1+b(n-2)a[n-2])+…+

(p [ ]2 2a[2]-θ[ ]2 u [ ]2 )Π
n-2

i=3
(1+bia[i])+(p [ ]1 -θ[ ]1 u [ ]1 )Π

n-2

i=2
(1+bia[i])))+

ωn(p [ ]n na[n]-θ[ ]n u [ ]n +bna[n](p n-[ ]1 (n-1)a[n-1]-θ n-[ ]1 u n-[ ]1 +
(1+b(n-1)a[n-1])(p n-[ ]2 (n-2)a[n-2]-θ n-[ ]2 u n-[ ]2 )+…+

(p [ ]2 2a[2]-θ[ ]2 u [ ]2 )Π
n-1

i=3
(1+bia[i])+(p [ ]1 -θ[ ]1 u [ ]1 )Π

n-1

i=2
(1+bia[i])))+∑

n

j=1
G [ ]j u [ ]j =

(p [ ]1 -θ[ ]1 u [ ]1 )(ω1+ω2b2a[2]+ω3b3a [ ]3 (1+b2a [ ]2 )+…+ωnbna [ ]n Π
n-1

i=2
(1+bia[i]))+

(p [ ]2 2a[2]-θ[ ]2 u [ ]2 )(ω2+ω3b3a[3]+ω4b4a[4](1+b3a[3])+…+ωnbna[n]Π
n-1

i=3
(1+bia[i]))+

(p [ ]3 3a[3]-θ[ ]3 u [ ]3 )(ω3+ω4b4a[4]+ω5b5a[5](1+b4a[4])+…+ωnbna[n]Π
n-1

i=4
(1+bia[i]))+…+

(p n-[ ]1 (n-1)a[n-1]-θ n-[ ]1 u n-[ ]1 )(ωn-1+bna [ ]n ωn)+(p [ ]n na[n]-θ[ ]n u [ ]n )ωn +∑
n

j=1
G [ ]j u [ ]j =

∑
n

j=1
Ωjp [ ]j ja[j]-∑

n

j=1
Ωjθ [ ]j u [ ]j +∑

n

j=1
G [ ]j u [ ]j =∑

n

j=1
Ωjp [ ]j ja[j]+∑

n

j=1

(G [ ]j -θ[ ]j Ωj)u [ ]j
(3)

其中p [ ]j 表示排在第j个位置的工件的正常加工时间,而

Ω1=ω1+ω2b2a[2]+ω3b3a[3](1+b2a[2])+…+ωnbna[n]Π
n-1

i=2
(1+bia[i]),

Ω2=ω2+ω3b3a[3]+ω4b4a[4](1+b3a[3])+…+ωnbna[n]Π
n-1

i=3
(1+bia[i]),

Ω3=ω3+ω4b4a[4]+ω5b5a[5](1+b4a[4])+…+ωnbna[n]Π
n-1

i=4
(1+bia[i]),

………

Ωn-1=ωn-1+bna[n]ωn, Ωn=ωn。
从式子(3)可以看出,对于任何工件排序,如果G [ ]j -θ[ ]j Ωj 为负值,则工件Jj 的最优资源分配为其上界

u- [ ]j ;如果G [ ]j -θ[ ]j Ωj 为正值,则工件Jj 的最优资源分配为0;如果G [ ]j -θ[ ]j Ωj=0,那么工件Jj 的最优

资源分配可取介于0与u- [ ]j 之间的任意值。从而

u*
[j]=

u- [ ]j ,G [ ]j -θ[ ]j Ωj<0
u [ ]j ∈[0,u- [ ]j ],G [ ]j -θ[ ]j Ωj=0
0,G [ ]j -θ[ ]j Ωj>

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(4)

其中u*
[j],1≤j≤n,表示在第j个位置上工件的最优资源分配量。

引理4 给定一个排序,问题1pjr t,u( )j = pj+( )btraj -θjuj ∑
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD+Gjuj)的最优资

源分配通过(4)式决定。

证明 因为在等式(3),对于一个给定的排序,∑
n

j=1
Ωjp [ ]j ja [ ]j 是固定的,对于fd,D,u,( )π ,工件Jj 变化的

部分是(G [ ]j -θ[ ]j Ωj)u [ ]j 。因此对u [ ]j 求导,可得df d,D,u,( )π
du [ ]j

=G [ ]j -θ[ ]j Ωj,j=1,2,…,n。如果
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G [ ]j -θ[ ]j Ωj>0,则不分配给工件Jj 任何资源;如果G [ ]j -θ[ ]j Ωj<0,将分配给工件Jj 尽可能大的资源;
如果G [ ]j -θ[ ]j Ωj=0,分配给工件Jj 任何可能的资源都是最优。证毕。

接下来讨论问题1pjr t,u( )j = pj+( )btraj-θjuj ∑
n

j=1
(αEj+βTj+γd+δD+Gjuj)的最优排序。在上面的分

析中,给出了对于任何给定的最优序列计算最优资源分配的表达式,问题归为了纯粹的排序问题,为了得到最优

的排序,这里将其转化为一个指派问题。

令 λij=
Ωjpijai,Gi-Ωjθi≥0

Ωjpijai+(Gi-Ωjθi)u-i,Gi-Ωjθi<{ 0
(5)

设zij∈{0,1},如果工件Ji 被排在第j个位置,设zij=1,否则zij=0,其中i,j=1,2,…,n。则有如下的指派问

题:

min ∑
n

i=1
∑
n

j=1
λijzijs.t.∑

n

i=1
zij =1,j=1,2…,n,∑

n

j=1
zij =1,i=1,2…,n,zij =0或者1,i,j=1,2,…,n (6)

引理5 对于问题1pjr t,u( )j = pj+( )btraj -θjuj ∑
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD+Gjuj)的最优排序,能通过

解线性指派问题(6)确定,计算的复杂性是On( )3 。

基于上面的分析,可以得出求解问题1pjr t,u( )j = pj+( )btraj -θjuj ∑
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD+Gjuj)的

最优算法。
算法1
步骤1 指派最优交货期开始时间在第k个工件的完成时间,其中k=énδ-( )γ/α ù,交货期结束在第k+m

个工件的完成时间,其中k+m=énβ-( )δ/βù。
步骤2 通过等式(5)计算λij。    步骤3 通过解指派问题(6)确定最优排序。
步骤4 通过等式(4)计算最优资源分配。  步骤5 计算最优的加工时间。
步骤6 设最优交货期的开始时间等于第k个工件的完工时间,交货期的完成时间等于第k+m 个工件的完

工时间。

定理1 利用算法1可以求出问题1pjr t,u( )j = pj+( )btraj -θjuj ∑
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD+Gjuj)的

最优解,其时间复杂性为On( )3 。
证明 算法1的最优性由引理3—引理5得出。步骤1和2能在线性时间内执行,步骤3需要On( )3 时间,

步骤4—6能在线性时间内执行。所以整个算法的计算复杂性是On( )3 。 证毕

4结论

本文讨论了带有学习及退化效应和资源分配的交货期指派的单机排序问题。所有工件有一个相同的交货

期,工件在交货期内完成将不产生任何费用,在交货期之前或之后完成将产生相应的提前或延误费用。工件的

实际加工时间是与开工时间、在排序中位置和资源分配有关的函数。目标是最小化包括提前、延误、交货期大

小、交货期位置和资源消耗的总费用。证明了该问题可以在On( )3 时间内求出最优解。
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OperationsResearchandCybernetics

ADue-windowAssignmentProblemwithLearningandDeteriorating
EffectandResourceAllocationonaSingleMachine

ZHAOSheng-hua,LUOCheng-xin
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Inthispaperweconsideradue-windowassignmentproblemwithlearninganddeterioratingeffectandresourceallocation

onasinglemachine.Alljobshaveacommondue-window.Ifjobscompletedwithinthewindowincurnopenalties,otherjobscom-

pletedbeforeorafterthedue-windowincureitherearlinessortardinesspenalties.Jobprocessingtimesaredefinedbyfunctionsof

theirstartingtimes,positionsinthesequenceandresourceallocation.Theobjectiveistodeterminetheoptimaldue-windowloca-
tion,due-windowsize,theoptimalsequenceandtheoptimalresourceallocationtominimizeatotalcostsbasedonearliness,tardi-
ness,due-windowsize,due-windowlocationandresourceconsumption.Weshowthatadue-windowassignmentproblem with

learninganddeterioratingeffectandresourceallocationremainspolynomialtimesolvable,andweprovideanoptimizationalgorithm.

Keywords:scheduling;learningeffect;deterioratingeffect;resourceallocation;duewindow
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