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求解Laplace方程的Signorini问题的边界元投影迭代法*

张 守 贵

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:对一类边界条件是非线性的Laplace方程的Signorini问题,提出了基于投影不动点方程的边界元迭代算法。由于

Signorini边界条件u≥h、∂u
∂n≥0

且(u-h)∂u
∂n=0

等价于的不动点问题∂u
∂n-

∂u
∂n-c

(u-h[ ]) +
=0,因此可以通过投影迭代

格式∂u
(k+1)

∂n = ∂u(k)

∂n -c(u(k+1)-h[ ]) +
(k=0,1,2,…)来满足Signorini边界条件,从而每一次迭代只需要求解一个标准的

椭圆型混合边值问题。由于该算法是在Signorini边界上进行迭代,因此边界元方法很适合用于数值求解。然后利用投

影性质和Green公式证明了算法的收敛性。最后,算例的数值结果表明了该算法的可行性和有效性。
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Signorini问题是一类重要的非线性问题,具有广泛的应用背景。目前,大多数研究方法都基于变分不等式,
然后结合其他数值方法,如有限元法、边界元法等进行数值求解。但是这些方法一般都要将问题化归为极小值

问题,因此在具体的数值计算中还需要使用一些复杂的算法求出极小点,即Signorini问题的数值解。由于求解

一般互补问题的投影算法收敛性需要较强的假设条件,因此实际应用于求解Signoroni问题难度较大。本文提

出基于投影不动点方程的边界元迭代算法求解Laplace方程的Signoroni问题,计算非常方便。

1Laplace方程的Signorini问题的投影法

一般Laplace方程的Signorini问题的微分模型如下:假定Ω是R2 中的一有界开区域,其边界Γ=ΓD∪ΓN∪ΓS 且

ΓS≠∅,寻找函数u满足

Δu=0,在Ω 内

u=g,在ΓD 上

∂u
∂n=q

,在ΓN

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 上

(1)

和Signorini边界条件 u≥h,∂u∂n≥0
,(u-h)∂u∂n=0

,在ΓS 上 (2)

其中h∈H1/2(ΓD),g∈H1/2(ΓS)和q∈H-1/2(ΓN)均为已知函数。由文献[1]知,如果ΓD ≠∅或者∫ΓN
qdx≤0,

则问题(1)和(2)有唯一解。为了便于在L2(Γ)空间中建立投影迭代方法并证明边界量迭代的收敛性,需要将边

界函数包含于 L2(Γ)空间中。 为此将边界通量∂u
∂n ∈ H-12(Γ)提高到∂u

∂n ∈ H
1
2(Γ)⊂L2(Γ),则边界量

u Γ ∈H
3
2(Γ)⊂L2(Γ),这样所有的边界量都包含于L2(Γ)空间中[1-2]。由于上述Signorini问题的互补边界条

件(2)是定义在区域边界上的,所以自边界元方法问世以来逐渐成为求解Signorini问题的重要数值方法[3-6]。
由于互补问题与不动点问题及数学规划等有着密切联系,文献[6]研究了Signorini边界互补条件(2)的一个

等价的投影不动点形式和相应的迭代算法。本文考虑Signorini边界互补条件(2)的另一个等价形式。对任意的
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实数a∈R,引入投影算子[a]+:=max(a,0)。利用投影算子的性质,则Signorini边界互补条件(2)可表示为等

价的不动点问题[3-5]

∂u
∂n-

∂u
∂n-c

(u-hé

ë
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ù

û
úú)
+
=0,在ΓS 上 (3)

其中c是任意正常数。从而把Signorini边界上的互补条件(2)转化为投影不动点方程(3),而其他边界条件不

变。因此得到和Laplace方程的Signorini问题(1)和(2)等价的边值问题

Δu=f,在Ω 内
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(4)

2投影迭代格式及收敛性分析

利用不动点方程(3),提出投影迭代格式

∂u(k+1)

∂n = ∂u
(k)

∂n -c(u(k+1)-hé

ë
êê

ù

û
úú)
+
,在ΓS 上(k=0,1,2,…) (5)

在Signorini边界ΓS 上任意选取满足u(0)≥h的初始值和正常数c>0,把迭代格式(5)运用于(4)式得求解La-
place方程的Signorini问题(1)和(2)的投影迭代格式

Δu(k+1)=f,在Ω 内

u(k+1)=g,在ΓD 上
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(k=0,1,2,…) (6)

下面证明由迭代格式(6)产生的序列 u(k{ }
) 收敛于Laplace方程的Signorini问题(1)和(2)的唯一解[6-8]。用记号

<·,·>Γ表示L2(Γ)内积,且范数‖u‖Γ= <u,u>Γ。为证明算法收敛性,先证明一个关于序列 u(k{ }
) 的不等式。

定理1 若u*是Laplace方程的Signorini问题(1)和(2)的解,u(k{ }
) 是由投影迭代格式(6)产生的序列,则

该序列满足不等式

<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

≥<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
(k+1)

∂n >ΓS

(k=0,1,2,…) (7)

证明 由于u*是Signorini问题(1)和(2)的解,则有u*≥h,∂u
*

∂n ≥0
且(u*-h)∂u

*

∂n =0
,在ΓS 上。

考虑Signorini边界ΓS 上由投影迭代格式(5)产生的迭代函数u(k+1),可得

<u*-h,∂u
(k+1)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

=<u*-h,∂u
(k+1)

∂n >ΓS

-<u*-h,∂u
*

∂n>ΓS

=<u*-h,∂u
(k+1)

∂n >ΓS

≥0

利用Green公式,则有

Ñ(u(k+1)-u*)2
L2(Ω)=<u(k+1)-u*,∂(u

(k+1)-u*)
∂n >

ΓS

=

<u(k+1)-h,∂u
(k+1)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

-<u*-h,∂u
(k+1)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

≥0

所以有<u(k+1)-h,∂u
(k+1)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

≥<u*-h,∂u
(k+1)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

≥0。从而得

<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

=<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
(k+1)

∂n >ΓS

+

95第1期             张守贵:求解Laplace方程的Signorini问题的边界元投影迭代法



<u(k+1)-h,∂u
(k+1)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

≥<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
(k+1)

∂n >ΓS

证毕

定理2 若 u(k{ }
) 是由投影迭代格式(6)产生的序列,则当k→¥时,序列 u(k{ }

) 收敛于Laplace方程的Si-
gnorini问题(1)和(2)的唯一解u*,即lim

k→¥
u(k)=u*。

证明 由投影基本性质[8],对任意的∂u
∂n∈H

1
2(ΓS)有 ∂u

∂
é
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êê

ù

û
úún +
-∂u

*
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2

ΓS
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∂n-

∂u*
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2
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∂
é
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û
úún +
-∂u∂n

2

ΓS

。

取∂u
∂n=

∂u(k)

∂n -c(u(k+1)-h)代入上式,并由迭代格式(5)得

∂u(k+1)
∂n -∂u

*

∂n
2

ΓS
≤ ∂u

(k)

∂n -c
(u(k+1)-h)-∂u

*

∂n
2

ΓS
- ∂u

(k+1)

∂n -∂u
(k)

∂n +c
(u(k+1)-h)

2

ΓS

(k=0,1,2,…) (8)

则由(7)、(8)式有

∂u(k+1)

∂n -∂u
*

∂n
2

ΓS

≤ ∂u
(k)

∂n -∂u
*

∂n
2

ΓS

-2c<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
*

∂n>ΓS

+2c<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
(k+1)

∂n >ΓS

-

∂u(k+1)

∂n -∂u
(k)

∂n
2

ΓS

≤ ∂u
(k)

∂n -∂u
*

∂n
2

ΓS

-2c<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
(k+1)

∂n >ΓS

+

2c<u(k+1)-h,∂u
(k)

∂n -∂u
(k+1)

∂n >ΓS

- ∂u
(k+1)

∂n -∂u
(k)

∂n
2

ΓS

从而得 ∂u(k+1)

∂n -∂u
*

∂n
2
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≤ ∂u
(k)

∂n -∂u
*

∂n
2

ΓS

- ∂u
(k+1)

∂n -∂u
(k)

∂n
2

ΓS

。显然序列 ∂u(k)

∂{ }n
是有界的,并且有

∑
¥

k=0

∂u(k+1)

∂n -∂u
(k)

∂n
2

ΓS
≤∑

¥

k=0

∂u(k)

∂n -∂u
*

∂n
2

ΓS
- ∂u(k+1)

∂n -∂u
*

∂n
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这表明 ∂u
(k)

∂{ }n
是柯西序列,因而它必收敛到Laplace方程的Signorini问题(1)和(2)的边界通量∂u

*

∂n
,即lim

k→¥

∂u(k)
∂n =∂u

*

∂n
。

又因为Signorini问题(1)和(2)是可逆的,所以lim
k→¥

u(k)=u*。 证毕

3Laplace方程的Signorini问题的投影迭代算法过程

利用投影迭代格式(6)数值求解Signorini问题(1)和(2),算法过程可以分成4步来完成,具体如下[2-3,6]。

第1步,假定在ΓS 上的初始条件为u=h,求解由(1)和(9)组成的混合边值问题,于是得到Signorini边界ΓS

上的法向导数并记为∂u
(0)

∂n
。选取一个正常数c>0和误差限τ>0,置k=0。

第2步,根据以下原则确定ΓS 上的边界条件[2,6]。把Signorini边界ΓS 上满足以下不等式的边界记为Γ(k)
SD,

(u(k)-h)-c∂u
(k)

∂n <0,在Γ(k)
SD 上假定满足Dirichlet边界条件u(k+1)=h,并把Signorini边界ΓS 余下的边界记为

Γ(k)
SR,假定在Γ(k)

SR 上满足条件u(k+1)=u(k)-c∂u
(k+1)

∂n
。

第3步,求解椭圆边值问题

Δu(k+1)=f,在Ω 内

u(k+1)=g,在ΓD 上

∂u(k+1)

∂n =q,在ΓN 上

u(k+1)=h,在Γ(k)
SD 上

∂u(k+1)

∂n =1c
(u(k)-u(k+1)),在Γ(k)

SR

ì
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。于是得到Signorini边界ΓS 上的函数

u(k+1)及其法向导数∂u
(k+1)

∂n
。

第4步,如果‖u(k+1)-u(k)‖ΓS≤τ‖u(k+1)‖ΓS
,则迭代停止。否则,置k:=k+1并返回第2步。

由于上述算法过程是在区域边界上进行迭代,因此边界元方法非常适合以上算法数值求解Laplace方程的
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Signorini问题[6,9-10]。边界元法不仅将维数降低一维,而且便于更新Signorini边界上的数据。

4数值例算[1]

考虑 一 个 在 圆 环 区 域 Ω = x∈R2:a< x <{ }b 上 的 Laplace 方 程 的 Signorini 问 题,在 ΓD =
x∈R2:x ={ }b 上为Dirichlet边界条件,在ΓS= x∈R2:x ={ }a 上为Signorini边界条件。这个问题的解析

解可以通过如下的复值函数得到u(x1,x2)=Imw(x1+ix2)3,其中

w(x1+ix2)= 1
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其中r= x21+x22,x1 ≥a。因此由解析解表达式很容易得到所有的边界条件。在ΓS 上的Signorini边界条件

为u≥h,∂u∂n≥φ
,(u-h)(∂u∂n-φ

)=0,其中

h(x1,x2)=min(0,u(x1,x2)),φ(x1,x2)=

-6a
(x2>0)

-6a5
(x12-x22)2(x2≤0,x2≥- x1 )

0(x2<- x1
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在Signorini边界ΓS 上的解析解为u(x1,x2)=- max 0,x
2
2-x21
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

3

signx2。

本文方法取a=0.1和b=0.25,并引入边界的参数表示形式t→(acos2πt,-asin2πt)和t→ (bcos2πt,

bsin2πt)。对参数t做均匀网格剖分,当在ΓS 和ΓD 上的单元数目分别为32(即总的边界单元数为64)时,取参数

c=10000和误差限τ=10-6,用常单元边界元方法进行测试,Signorini边界上所得到位势的解析解和数值解如

图1所示。结果表明,数值解结果和解析解是吻合的。

为了研究算法的收敛性,在边界Γ取不同的单元数N=16、32、64、128和256,对不同节点t=18
、2
8
、4
8

和6
8

的数值结果进行了测试,在表1中给出了当c=10000的数值解。结果表明,当边界单元剖分加密时,数值解结

果是收敛的。

图1 ΓS 上位势的解析解和数值解结果

表1 在ΓS 上部分节点位势的收敛情况

t
数值解

N=16 N=32 N=64 N=128 N=256

解析

解

1
8 -0.1829-0.0795-0.0334-0.0137-0.0056 0

2
8 0.9400 0.9778 0.9919 0.9971 0.9990 1

4
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0

6
8 -0.9400-0.9778-0.9919-0.9971-0.9990 -1
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AProjectionIterativeAlgorithmofBoundaryElementMethod
fortheSignoriniProblemofLaplacian

ZHANGShou-gui
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:AboundaryelementprojectioniterativealgorithmbasedonafixedpointequationisproposedforsolvingSignoriniprob-
lemsfortheLaplacianequation,whichcontainthenonlinearboundaryconditions.SincetheSignoriniboundaryconditionsu≥h、

∂u
∂n≥0and

(u-h)∂u∂n=0areequivalenttothefixedpointproblem
(u-h)- (u-h)-c∂u∂[ ]n +

=0,sothatthesatisfactionof

theSignoriniboundaryconditionscanbeverifiedinaprojectioniterativescheme∂u
(k+1)

∂n = ∂u(k)

∂n -c (u(k+1)-h[ ]) +
(k=0,1,

2,…).Ateachiterativestep,weneedsolveonlyastandardellipticmixedboundaryvalueproblem.Astheiterationprocessisgiv-
enontheboundary,theboundaryelementmethodsaremoreappropriateforthealgorithm.Weprovetheconvergenceofthealgo-
rithmbythepropertyofprojectionandGreen’sformula.Finally,thenumericalresultsshowthefeasibilityandeffectivenessofthe

algorithm.

Keywords:Signoriniproblem;Laplaceequation;fixedpoint;projectioniterative;boundaryelementmethod
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