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有界区域上 MHD方程的正则性准则
*

张 辉

(安庆师范学院 数学学院,安徽 安庆246011)

摘要:在三维空间的有界区域上考虑不可压缩 MHD方程弱解的正则性准则。利用能量估计的方法证明了一些新的涉及

压力项商的正则性准则。具体地,证明了若 MHD方程的弱解 u,( )b 满足 p
1+ w+ + w- ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2

p+

3
q≤1

;3<q≤¥,或者
Ñp

1+ w+ + w- ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2
p+

3
q≤2

;3
2<q≤

¥,则 u,( )b 是存在区间 0,( ]T 上唯

一的强解,其中w+=u+b;w-=u-b。
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1研究背景

设Ω⊂R3 是一个有界区域,且边界足够光滑。考虑如下不可压缩 MHD方程组

∂tu+u·Ñu=Δu-Ñp+b·Ñb,x∈Ω,t>0
∂tb+u·Ñb=Δb+b·Ñu,x∈Ω,t>0
Ñ·u=Ñ·b=0,x∈Ω,t>0
ux,( )0 =u0;bx,( )0 =b0,x∈Ω
ux,( )t =bx,( )t =0,x∈∂Ω,t>
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ï
ï
ïï

ï
ï
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(1)

这里ux,( )t ,bx,( )t 分别表示未知的速度场与磁场;px,( )t 表示未知的压力,u0 ( )x ,b0 ( )x 表示给定的初始速度

场和磁场且在分布意义下满足Ñ·u0=Ñ·b0=0。
关于方程(1)的研究已经有很长的历史。1972年Duvaut与Lions[1]对三维 MHD方程构建了类似Navier-

Stokes方程的Leray-Hopf弱解;在初始条件足够光滑的情形下,强解的局部存在唯一性也已经被证明,更详细

的结果可以参考文献[2]。三维 MHD方程与三维Navier-Stokes方程一样,弱解的唯一性与大初值强解的整体

存在性依然是未被解决的问题。

1962年,Serrin[3]对Navier-Stokes方程给出了一个关于速度场的正则性准则,即给速度场附加一些条件后,
弱解是存在区间上唯一的强解;Serrin的结果后来被广泛的改进与发展[4-16]。受到Navier-Stokes方程弱解正则

性准则研究的启发,吴家宏[4-5]在 MHD方程中推广了Serrin型的正则性准则,何成与辛周平[6]对文献[4-5]的结

果进行了进一步的发展。具体地,证明了方程弱解 u,( )b 是存在区间上唯一的强解,如果速度场满足

ux,( )t ∈Lp 0,T;Lq R( )( )3 ;2
p+

3
q≤1

;3<q≤¥ (2)

或者 ux,( )t ∈Lp 0,T;Lq R( )( )3 ;2
p+

3
q≤2

;3
2<q≤

¥ (3)

2012年,KyungkenunKang等人[8]将条件(2)、(3)推广到了一般有界区域。
利用如下的不等式(1<p<¥)

‖p‖Lp(R3)≤C ‖u‖2Lp(R3)+‖b‖2Lp(R3( ))  (4) ‖Ñp‖Lp(R3)≤C ‖u Ñu ‖2Lp(R3)+‖b Ñb ‖2Lp(R3( )) (5)
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周勇[9]证明了关于压力项的正则性准则。由于在一般有界区域上不等式(4)、(5)并不一定成立,所以文献[9]的
结论不能直接推广到有界区域上。2000年,BeiraodaVeiga[10]在有界区域上对Navier-Stokes方程给出了一类

商形式的正则性准则

p
1+ u ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2

p+
3
q=1

;3<q≤¥ (6)

条件(6)涉及了压力场与速度场,被称为“自然的替代假设”(Alternativenaturalassumptions)。在Beiraoda
Veiga工作的基础上文献[11-12]做了进一步的改进。

本文的目的是给出一类关于 MHD方程商形式的正则性准则,通过压力项与速度场以及磁场的共同作用来

控制强解的奇性发展。为了更好的体现磁场与速度场的共同作用,首先对方程(1)进行适当的改写,通过简单的

复合,可以得到方程(1)的对称形式

∂tw++w-·Ñw+=Δw+-Ñp,x∈Ω,t>0
∂tw-+w+·Ñw-=Δw+-Ñp,x∈Ω,t>0
Ñ·w+=Ñ·w-=0,x∈Ω,t>0
w+ x,( )0 =u0+b0;w- x,( )0 =u0-b,x∈Ω
w+ x,( )t =w- x,( )t =0,x∈∂Ω,t>
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(7)

2008年,何成[13]首次在Lorentz空间中用w+作为估计量得到了 MHD方程一个新的正则性准则

w+ x,( )t ∈Lp 0,T;Lq,¥ R( )( )3 ;2
p+

3
q≤1

,3<q≤¥

2010年,SadekGala[14]在乘子空间中进行了进一步的改进。
本文主要证明如下的结论。
定理1 假设 u,( )b 是方程(1)的弱解,且 u0,b( )0 ∈H1

0 ( )Ω ,若满足

p
1+ w+ + w- ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2

p+
3
q≤1

;3<q≤¥ (8)

或者
Ñp

1+ w+ + w- ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2
p+

3
q≤2

;3
2<q≤

¥ (9)

则 u,( )b 是存在区间 0,( ]T 上唯一的强解。
注1 对方程(7)的前两个方程两边作散度,则有

Δp=-Ñ· w-·Ñw( )+ =-Ñ· w+·Ñw( )- (10)
在一般有界区域上算子 -( )Δ -1Ñ是无界的。定理的意义在于揭示了压力项与磁场以及速度场在控制 MHD方

程解的奇异点发展中的相互作用;所以也可以认为是一种“自然的替代假设”。
注2 因为 w+ + w- ≥ w++w- =2u ,所以定理推广了BeiraodaVeiga[10]的结果,并且对于

Navier-Stokes方程还获得了如下的正则性准则
Ñp

1+ u ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2
p+

3
q≤2

;3
2<q≤

¥。为了简便,

在本文中函数的Lp 范数用‖·‖p 表示;Hs 范数用‖·‖Hs表示,C 表示常数,它可能涉及到某些已经假定的

量,如初值等。

2定理的证明

从文献[8]可知,为了证明定理1,只需要证明如下的引理。
引理1 假设 u,( )b 是方程(1)的弱解,且 u0,b( )0 ∈H1

0 ( )Ω 。若满足条件(8)、(9),则

sup
t∈ 0,( ]T

‖ ( )ut ‖44+‖ ( )bt ‖( )44 ≤C

证明 将(7)式第1、2个方程分别乘上4w+ w+ 2,4w- w- 2 并在Ω 上积分,通过分部积分并且叠加有

d
dt ‖w+‖44+‖w-‖( )44 +2 ‖Ñ w+ 2‖22+‖Ñ w- 2‖( )22 ≤H1+H2

此处 H1=-4∫Ω
Ñp·w+ w+ 2dx;H2=-4∫Ω

Ñp·w- w- 2dx。
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首先证明满足条件(8)的情形,由边值条件,通过分部积分有 H1+H2 ≤4∫Ω
p[w+ Ñ|w+|2+w- Ñ|w-|2]dx,

令J= p
1+ w+ + w-

,利用Holder不等式与Young不等式有

H1+H2≤4∫Ω
J[w+ Ñ|w+|2+w- Ñ|w-|2][1+|w+|+|w-|]dx≤

4∫Ω
J[Ñ|w+|2+Ñ|w-|2][1+|w+|+|w-|]2dx≤

C‖J‖q‖ Ñ|w+|2+Ñ|w-|2‖2‖1+|w+|2+|w-|2‖β≤
C(|Ω|)‖J‖q‖ Ñ|w+|2+Ñ|w-|2‖1+θ2 ‖1+|w+|2+|w-|2‖1-θ2 ≤

C(|Ω|)‖J‖
2
1-θq (‖w+ ‖44+‖w- ‖44)+‖ Ñ|w+|2‖22+‖ Ñ|w-|2‖22

这里 Ω 表示区域的测度。上面式子中的指标满足1
q+

1
β
=12

;1
β
=3-2θ6

。

如果满足条件(8),则有    ddt ‖w+‖44+‖w-‖( )44 + ‖Ñ w+ 2‖22+‖Ñ w- 2‖( )22 ≤

C( )Ω ‖J‖
2
1-θq ‖w+‖44+‖w-‖( )44 ≤C( )Ω ‖J‖q

p ‖w+‖44+‖w-‖( )44

利用Gronwall不等式,可以得到 sup
t∈ 0,( ]T

‖w+ ‖44+‖w- ‖( )44 ≤C( )Ω exp∫
T

0
‖J‖p

qd{ }t 。由 Minkowski

不等式可知 sup
t∈ 0,( ]T

‖u‖44+‖b‖( )44 ≤C。

其次证明满足条件(9)时的情形,令K=
Ñp

1+ w+ + w- ,利用Holder不等式与Young不等式有

H1+H2 ≤4∫Ω
K w+ w+ 2+w- w-[ ]2 1+ w+ + w[ ]- dx≤

C( )Ω∫Ω
K w+ 4+ w-( )4 dx≤

C( )Ω ‖K‖q ‖ w+ 2‖2α +‖ w- 2‖2( )α ≤

C( )Ω ‖K‖
1
1-δq ‖w+ ‖44+‖w- ‖( )44 +‖ Ñ w+ 2‖22+‖ Ñ w- 2‖22

上面的式子中的指标满足1
q+

2
α=1

;1
α=
3-2δ
6
。如果满足条件(9),则有

d
dt ‖w+‖44+‖w-‖( )44 + ‖Ñ w+ 2‖22+‖Ñ w- 2‖( )22 ≤

C( )Ω ‖K‖
1
1-δq ‖w+‖44+‖w-‖( )44 ≤C( )Ω ‖K‖p

q ‖w+‖44+‖w-‖( )44

利用Gronwall不等式,可以得到 sup
t∈ 0,( ]T

‖w+ ‖44+‖w- ‖( )44 ≤C( )Ω exp∫
T

0
‖K‖p

qd{ }t 。 证毕
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RegularityCriteriatotheMHDEquationsinaBoundedDomain

ZHANGHui
(SchoolofMathematics,AnqingTeacher’sCollege,AnqingAnhui246011,China)

Abstract:Thispaperconsiderstheregularitycriteriatothe3DMHDequationsinaboundeddomain.Byenergymethod,weshow

somenewregularitycriteriaintermsofpressure.Itisprovedthatif p
1+ w+ + w- ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2

p+
3
q≤1

;3<

q≤¥or
Ñp

1+ w+ + w- ∈Lp 0,T;Lq ( )( )Ω ;2
p+

3
q≤2

;3
2<q≤

¥.Thentheweaksolutionu,( )bistheuniquestrong

solution.

Keywords:MHDequations;regularitycriteria;weaksolutions
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