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耗散SRLW方程的拟紧致平均隐式守恒差分格式
*

郑 茂 波

(成都工业学院 信息与计算科学系,成都611730)

摘要:对具有耗散项的对称正则长波(SRLW)方程的一类初边值问题进行了数值研究。利用紧致差分格式的构造思想,

在数值离散时,引入拟紧致项h2
12

(un
j)xxt̂,从而对耗散SRLW方程的初边值问题提出了一个新的三层守恒差分格式,其截

断误差为O(τ2+h2);分析了新格式的离散守恒律,并合理地模拟了初边值问题本身的两个守恒量;该格式是一个线性差

分格式,数值求解时不需要迭代,计算时间比较节约;得到了差分解的先验估计,并用离散泛函分析方法证明了该格式二

阶收敛性与无条件稳定性。最后通过数值试验与已有的二阶格式进行了比较,结果表明新格式不仅保持了线性格式计算

量小的特点,而且数值精度有了显著地提高,同时数值结果也验证了新格式的二阶精度和守恒性质。
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在研究弱非线性离子声波和空间带电波的传播时,文献[1]提出了对称正则长波(SRLW)方程

uxxt-ut=ρx+uux (1) ρt+ux=0 (2)

  并给出了方程(1)、(2)的双曲正割平方形式的孤立波解和4个不变量及一些数值结果。关于SRLW 方程

(1)、(2)的定解问题的适定性及数值方法的研究也引起了广泛关注[2-5]。本文考虑如下一类具有耗散项的对称

正则长波(SRLW)方程的初边值问题

uxxt-ut+υuxx=ρx+uux (3) ρt+ux=0 (4)

u(x,0)=u0(x),ρ(x,0)=ρ0(x),x∈[xL,xR] (5)

u(xL,t)=u(xR,t)=0,ρ(xL,t)=ρ(xR,t)=0,t∈[0,T] (6)
其中υ>0是耗散系数。不难证明,该问题具有如下守恒律

Q1(t)=∫
xR

xL
u(x,t)dx=∫

xR

xL
u0(x)dx=Q1(0)(7) Q2(t)=∫

xR

xL
ρ(x,t)dx=∫

xR

xL
ρ0(x)dx=Q2(0) (8)

  由于在实际问题中粘性耗散是不可避免的,而且与色散一样起着十分重要的作用,因此在考虑耗散时,方程

(3)、(4)式是反映非线性离子声波运动本质现象的合理模型[6]。文献[6-10]分别讨论了方程(3)、(4)式的解的适

定性和整体存在唯一性以及解的长时间性态等,但其解析解很难求出,于是,研究其定解问题的数值解就很有价

值。文献[11-12]对问题(3)~(6)分别提出了一个具有二阶精度的两层的非线性差分格式和三层线性差分格式,
文献[13-15]进一步对带有阻尼项的耗散SRLW方程进行了数值研究,但都没有考虑问题的守恒律,本文运用文

献[5]的处理技巧,在保持二阶理论精度的情况下,构造了问题(3)~(6)的一个三层拟紧致差分格式,格式保持

了线性格式计算较快的特点,并合理地模拟了守恒量(7)、(8)式,从而适合长时间计算。数值算例表明,相对于

一般的二阶格式[12],该格式的精度有了明显的提高。

1差分解的估计和守恒律

对区域 [xL,xR]×[0,T]作网格剖分,取空间步长h=xR -xL

J
,时间步长为τ,xj=xL +jh,j=0,1,2,…,

J,tn=nτ,n=0,1,2,…,N,N= Té
ë
êê

ù

û
úúτ
。在本文中,记un

j≈u(xj,tn)和ρn
j≈ρ(xj,tn),用C表示一般正常数(即在不
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同地方可以有不同的取值),并定义如下记号:(un
j)x =un

j+1-un
j

h
,(un

j)x- =un
j-un

j-1

h
,(un

j)x̂ =un
j+1-un

j-1

2h
,(un

j)t̂ =

un+1
j -un-1

j

2τ
,u-n

j =un+1
j +un-1

j

2
,<un,vn>=h∑

J-1

j=0
un

jvn
j,‖un‖2=<un,un>,‖un‖¥ = max

0≤j≤J-1
un

j 。

对初边值问题(3)~(6)考虑如下有限差分格式

(un
j)t̂- 1-

h2æ

è
ç

ö

ø
÷

12
(un

j)xx-t̂+(ρ-nj)x̂-υ(u-nj)xx-+
1
3
[un

j (u-nj)x̂+(un
ju-nj)x̂]=0 (9)

(ρn
j)t̂+h

2

6
(ρn

j)xx-t̂+(u-nj)x̂=0 (10)

u0j=u0(xj),ρ0j=ρ0(xj),0≤j≤J (11) un
0=un

J=0,ρn
0=ρn

J=0,0≤n≤N (12)

  定理1 差分格式(9)~(12)关于以下离散能量守恒

Qn
1=h
2∑

J-1

j=1

(un+1
j +un

j)+h
6τ∑

J-1

j=1
un

j (un+1
j )x̂ =Qn-1

1 =…=Q0
1,Qn

2=h∑
J-1

j=1

ρn+1
j +ρn

j

2 =Qn-1
2 =…=Q0

2

证明 (9)、(10)式两端乘以h后分别对j求和,考虑到边界条件(12)以及分部求和公式,得h∑
J-1

j=1

(un
j)t̂ +

h
6∑

J-1

j=1

[un
j (un+1

j )x̂ -un-1
j (un

j)x̂]=0,h∑
J-1

j=1

(ρn
j)t̂ =0,然后由Qn

1 和Qn
2 的定义,将上两式对n递推可得。 证毕

定理2 设u0∈H1,ρ0∈L2,则差分格式(9)~(12)的解满足‖un‖≤C,‖un
x‖≤C,‖ρn‖≤C,‖un‖¥≤

C,n=1,2,…,N。
证明 (9)式与2u-n 作内积,由边界条件(12)和分部求和公式[3,11]得

‖un‖2t̂+ 1-h
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

12 ‖u
n
x‖2t̂+<ρ-nx̂,2u-n>+2υ‖u-nx‖2+<P,2u-n>=0 (13)

其中P=13
[un

j (u-nj)x̂+(un
ju-nj)x̂],又

<ρ-nx̂,2u-n>=-<u-nx̂,2ρ-n> (14)

<P,2u-n>=13∑
J-1

j=0

[un
j(u-n

j+1-u-n
j-1)+un

j+1u-n
j+1-un

j-1u-n
j-1]u-n

j =

1
3∑

J-1

j=0

(un
j+1u-n

j+1u-n
j +un

ju-n
j+1u-n

j)-112∑
J-1

j=0

(un
ju-n

ju-n
j-1+un

j-1u-n
ju-n

j-1)=0 (15)

将(14)、(15)式代入(13)式,得

‖un‖2t̂+ 1-h
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

12 ‖u
n
x‖2t̂-<u-nx̂,2ρ-n>+2υ‖u-nx‖2=0 (16)

再将(10)式与2ρ-n 作内积后与(16)式相加,整理得

(‖un‖2+‖ρn‖2)t̂+ 1-h
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

12 ‖u
n
x‖2t̂-h

2

6‖ρ
n
x‖2t̂=-2υ‖u-nx‖2≤0 (17)

将(17)式递推,可得

(‖un+1‖2+‖un‖2+‖ρn+1‖2+‖ρn‖2)+1-h
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

12
(‖un+1

x ‖2+‖un
x‖2)-h

2

6
(‖ρn+1

x ‖2+‖ρn
x‖2)≤C(18)

由 ‖ρn
x‖2=h∑

J-1

j=1

ρn
j+1-ρn

jæ

è
ç

ö

ø
÷

h
2

≤ 4h2 ‖ρ
n‖2,有

h2
6
(‖ρn+1

x ‖2+‖ρn
x‖2)≤ 23

(‖ρn+1‖2+‖ρn‖2) (19)

取适当小的h,使 1-h
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

12 >0
,由(18)、(19)式可得‖un‖≤C,‖un

x‖≤C,‖ρn‖≤C,再由离散的Sobolev不等

式[3]即得‖un‖¥≤C。 证毕

2差分格式的收敛性与稳定性

令问题(3)~(6)的解为v(x,t)和φ(x,t),即vn
j=u(xj,tn),φn

j=ρ(xj,tn),则差分格式(9)~(12)的截断误差
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为 rn
j=(vn

j)t̂- 1-
h2æ

è
ç

ö

ø
÷

12
(vn

j)xx-t̂+(φ-nj)x̂-υ(vn
j)xx-+13

[vn
j (vn

j)x̂+(vn
jvn

j)x̂] (20)

sn
j=(φn

j)t̂+h
2

6
(φn

j)xx-t̂+(vn
j)x̂ (21)

由Taylor展开,可知,当h,τ→0时,rn
j + sn

j =O(τ2+h2)。
定理3 设u0∈H1,ρ0∈L2,则差分格式(9)~(12)的解un 以‖·‖¥,ρn 以‖·‖L2收敛到初边值问题(3)、

(6)的解,且收敛阶为O(τ2+h2)。
证明 将(20)式减去(9)式,(21)式减去(10)式,并记en

j=vn
j-un

j,ηn
j=φn

j-ρn
j,得

rn
j=(en

j)t̂- 1-
h2æ

è
ç

ö

ø
÷

12
(en

j)xx-t̂+(ηn
j)x̂-υ(en

j)xx-+Rj (22)

sn
j=(ηn

j)t̂+h
2

6
(ηn

j)xx-t̂+(en
j)x̂ (23)

其中Rj=13
[vn

j (vn
j)x̂-un

j (u-nj)x̂]+13
[(vn

jvn
j)x̂-(un

ju-nj)x̂]。将(22)式两端与2en 作内积,并注意到<ηn
x̂,2en>=

-<ηn,2en
x̂>,整理得

‖en‖
2
t̂+(1-h

2

12
)‖en

x‖
2
t̂-<ηn,2en

x̂>+2υ‖en
x‖2=<rn,2en>-<R,2en> (24)

类似(15)式有h∑
J-1

j=0

[en
j (en

j)x̂ +(en
jen

j)x̂]en
j =0,再由定理2及Schwarz不等式,得

-<R,2en>=-23h∑
J-1

j=0

[en
j (en

j)x̂ +un
j (en

j)x̂ +en
j (u-n

j)x̂]en
j -23h∑

J-1

j=0

[en
jen

j +en
ju-n

j +un
jen

j]x̂en
j =

-23h∑
J-1

j=0

[un
j (en

j)x̂ +en
j (u-n

j)x̂]en
j +23h∑

J-1

j=0

[en
ju-n

j +un
jen

j](en
j)x̂ ≤

C[‖en+1‖2+‖en‖2+‖en-1‖2+‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2+‖en-1
x ‖2] (25)

<rn,2en>=<rn,en+1+en-1>≤‖rn‖2+12
[‖en+1‖2+‖en-1‖2] (26)

再将(23)式两端与2ηn 作内积,整理得

‖ηn‖2t̂-h
2

6‖η
n
x‖2t̂+<en

x̂,2ηn>=<sn,2ηn>≤‖sn‖2+12
[‖ηn+1‖2+‖ηn-1‖2] (27)

将(24)式和(27)式相加,结合(25)、(26)式得  (‖en‖2+‖ηn‖2)t̂+ 1-h
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

12 ‖e
n
x‖2t̂-h

2

6‖η
n
x‖2t̂≤

C[‖en+1‖2+‖en-1‖2+‖en‖2+‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2+‖en-1
x ‖2+‖ηn+1‖2+‖ηn-1‖2]+‖rn‖2+‖sn‖2 (28)

令Bn=(‖en+1‖2+‖en‖2)+(‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2)+(‖ηn+1‖2+‖ηn‖2),且类似(19)式,有h2
6
(‖ηn+1

x ‖2+

‖ηn
x‖2)≤23

(‖ηn+1‖2+‖ηn‖2)。于是取适当小的h使得1-h
2

12>0
,则(28)式可变为Bn-Bn-1≤Cτ‖rn‖2+

Cτ‖sn‖2+Cτ(Bn+Bn-1),只要取足够小的τ,满足1-Cτ=δ>0,就有

Bn-Bn-1≤Cτ‖rn‖2+Cτ‖sn‖2+CτBn-1 (29)

对(29)式从1到n求和得Bn≤B0+Cτ∑
n

l=1
‖rl‖2+Cτ∑

n

l=1
‖sl‖2+Cτ∑

n-1

l=0
Bl。适当选择一个二阶方法(如C-N

格式[11])先计算出u1 和ρ1,使之满足B0=O(τ2+h2)2,又

τ∑
n

l=1
‖rl‖2 ≤nτmax

1≤l≤n
‖rl‖2 ≤T·O(τ2+h2)2,τ∑

n

l=1
‖sl‖2 ≤nτmax

1≤l≤n
‖sl‖2 ≤T·O(τ2+h2)2

于是有Bn≤O(τ2+h2)2+Cτ∑
n-1

l=0
Bl。由离散的Gronwall不等式[3,11]可得,Bn≤O(τ2+h2)2,即‖en‖≤O(τ2+h2),

‖en
x‖≤O(τ2+h2),‖ηn‖≤O(τ2+h2)。再由离散的Sobolev不等式[3,11]有‖en‖¥ ≤O(τ2+h2)。 证毕

与定理3类似,可以证明如下定理。
定理4 在定理3的条件下,差分格式(9)~(12)的解un 以‖·‖¥,ρn 以‖·‖L2稳定。
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3数值实验

在t=0时,由于耗散还没有产生,所以在数值实验中,把问题(3)~(6)中的初值函数取为SRLW 方程(1)、

(2)的初值函数[11](t=0时),u0(x)=52sech
2 5
6x
,ρ0(x)=

5
3sech

2 5
6x,固定-xL=xR=20,T=1.0,取υ=1。

用类似文献[11]中的误差估计方法,将细网格 (τ=h= 1160
)上的数值解作为精确解来估计误差。为了便于比较,

记本文的格式为格式1,记文献[12]中的格式为格式2。就τ和h 的不同取值对格式1和格式2进行了比较,数
值解和孤波解在几个不同时刻的l¥ 误差见表1,格式对守恒量的模拟见表2。

表1 两种格式在不同时刻的l¥ 误差比较

格式1
τ=h=0.1 τ=h=0.05 τ=h=0.025

格式2
τ=h=0.1 τ=h=0.05 τ=h=0.025

u

t=0.2 7.98933e-4 1.98019e-4 4.71544e-5 8.54622e-4 2.11960e-4 5.04749e-5
t=0.4 1.50924e-3 3.74482e-4 8.91989e-5 1.62654e-3 4.03273e-4 9.60719e-5
t=0.6 2.14387e-3 5.31465e-4 1.26656e-4 2.32102e-3 5.75932e-4 1.37265e-4
t=0.8 2.69706e-3 6.69466e-4 1.59586e-4 2.94222e-3 7.29740e-4 1.73965e-4
t=1.0 3.17796e-3 7.88205e-4 1.87896e-4 3.47708e-3 8.63622e-4 2.05868e-4

ρ

t=0.2 8.72665e-4 2.16378e-4 5.15427e-5 1.01415e-3 2.51650e-4 5.99726e-5
t=0.4 1.59525e-3 3.94992e-4 9.40268e-5 1.85162e-3 4.59264e-4 1.09393e-4
t=0.6 2.15987e-3 5.33196e-4 1.26866e-4 2.50405e-3 6.19679e-4 1.47523e-4
t=0.8 2.56539e-3 6.32097e-4 1.50221e-4 2.97090e-3 7.33494e-4 1.74448e-4
t=1.0 2.82485e-3 6.94519e-4 1.64900e-4 3.26138e-3 8.03593e-4 1.91005e-4

表2 格式1对守恒量的模拟

Qn
1

τ=h=0.1 τ=h=0.05 τ=h=0.025
Qn
2

τ=h=0.1 τ=h=0.05 τ=h=0.025
t=0 13.41639775 13.41639834 13.41639860 8.944265918 8.944265908 8.944265906

t=0.2 13.41688218 13.41651584 13.41642130 8.944265728 8.944265814 8.944265859
t=0.4 13.41730411 13.41661765 13.41644053 8.944265691 8.944265797 8.944265851
t=0.6 13.41766688 13.41670136 13.41645242 8.944265626 8.944265767 8.944265836
t=0.8 13.41797676 13.41676761 13.41645613 8.944265521 8.944265718 8.944265812
t=1.0 13.41812599 13.41679423 13.41645453 8.944265451 8.944265685 8.944265796

从表1和表2可以看出,格式1合理地模拟了问题(3)~(6)的两个守恒量,同时具有二阶精度,且格式1的

精度明显优于格式2。另外,本文的格式是线性的,数值求解时不需要迭代,从而计算时间比较节省。所以本文

对问题(3)~(6)所提出的差分格式(9)~(12)是可信的。
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APseudo-compactConservativeAverageFiniteDifferenceSchemeforDissipationSRLWEqation

ZHENGMao-bo
(CollegeofInformationandComputationScience,ChengduTechnologicalUniversity,Chengdu611730,China)

Abstract:Westudytheinitial-boundaryproblemofthedissipativeSRLWEbyfinitedifferencemethod.Usingpseudo-compact
differenceschemeconstructedthinking;anewthree-levelconservativeaveragefinitedifferenceschemecontainingthepseudo-com-

pactitemsh2
12
(un

j)xx-t̂isdesigned.Thenweanalyzethediscreteconservationpropertiesforthenewschemeandsimulatetwocon-

servedpropertiesoftheproblemwell.Theschemeislinearizedanddoesnotrequireiteration,soitisexpectedtobemoreefficient.
Andthepriorestimateofthesolutionisobtained.Itisshownthatthefinitedifferenceschemeissecond-orderconvergenceandun-
conditionallystable.Finally,theresultsofnumericalexperimentscomparingwithexistingschemeshowthatthenewschemewill
notonlymaintainthecharacteristicsofasmallamountofcalculationandalsomakecalculationswithhigherprecision.Atthesame
timethesecond-orderconvergenceandconservationpropertiesoftheschemeisverified.
Keywords:dissipative;SRLWequation;differencescheme;conservative;convergence;stable
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