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变形莫尔斯势条件下薛定谔方程的近似解析解
*
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摘要:本文借助拉普拉斯变换和标度变换,求解了3维变形莫尔斯势条件下的薛定谔方程的近似解析解。通过将标度变

换后的3维变形莫尔斯势作级数展开,忽略高阶微小量;合理选择相关参数,使得无解析解的情形转化为近似解析解存

在:拉普拉斯变换中合理应用终值定理与卷积定理以及广义拉盖尔函数的正交性条件;获得了量子系统能谱的显式表示

和归一化的本征波函数Unl(ρ)= n! (2β)2k+1

ρ(2κ+n+1( ))
1/2

e-β2ρρkL2k
n (2β2ρ);最后进行了适当的讨论。
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在原子物理和分子物理中,求解各种形式势场条件下薛定谔方程和狄拉克方程中波函数及能谱具有重要意

义。除库仑势和谐振子势以外,简单幂函数的叠加势已经能够精确获得量子系统波函数的解析解。人们已经找

到了某些特定正幂与逆幂势函数的线性叠加的一个解析解,例如文献[1]得到了势函数V(r)=ar2+br-4+cr-6

的一个解析解;文献[2]得到了非谐振子势V(x)=x2/2+g/(2x2)的能级本征值的精确解;文献[3]得到了分子

晶体势函数V(r)=A1r-10-A2r-6的一个能级本征值的精确解;文献[4-7]研究了环形非谐振子势的精确解;文
献[8]研究了势函数V(r)=a1r6+a2r2+a3r-4+a4r-6的一系列定态波函数解析解以及相应的能级结构,一般通

过数学物理方法中的分离变量法与Nikiforov-Uvarov(NU)方法进行求解[9]。
以物理学家PhilipM.Morse的名字命名的 Morse势是一种对于双原子分子间势能的简易分析模型。

( )Vr =De 1-e-a(r-re[ ]
) 2。r是核间距,re 是平衡键长,De 是 Morse势的阱深,a是用于调节的势阱宽度,a越

小,势阱越宽。Morse势与谐振子势相比,它更能真实反映分子振动能级间距的非均匀性。一般将 ( )V r =
De 1-e-a(r-re[ ]

) 2作泰勒级数展开至一阶,然后比照谐振子势求解薛定谔方程[10]。本文对 Morse势作了一定改

进。 ( )Vr =De q-e-a(r-re[ ]
) 2,q并非恒等于1,使得双原子分子系统的势阱深度因各种条件的起伏而有所变化。

本文不是比照谐振子势的方式去求解薛定谔方程,而是借助于拉普拉斯变换和标度变换程[11],通过将标度变换

后的3维变形莫尔斯势作级数展开,忽略高阶微小量;合理选择相关参数,使得无严格解析解的情形转化为近似

解析解存在,并且在拉普拉斯变换中合理应用终值定理与卷积定理,求得了相应变形 Morse势条件下的近似解

析解。

1拉普拉斯变换求解径向薛定谔方程

采用里德伯(Ry)能量单位及相关单位程[12-13],中心场条件下的径向薛定谔方程[12]为

-1r2
∂
∂rr2 ∂∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

r +ll( )+1r-2+12
( )

é

ë
êê

ù

û
úúVr ( )Rr = ( )ERr (1)

其中 ( )Vr 为变形的莫尔斯势

( )Vr =De q-e-a(r-re[ ]
) 2 (2)

设 ( )Rr =u
(r)
r

(3)

有 -1r
d2u(r)
dr2 +l(l+1)u

(r)
r-3 +V(r)

u(r)
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d2u(r)
dr2 -l(l+1)u

(r)
r-2 -V(r)

u(r)
2 +Eu(r)=0 (4)

如果量子系统的轨道量子数l=0,可以通过使用常用的数学物理方法求出定态波函数u(r)的精确解析解。
对于l≠0的定态,径向坐标r=0为方程的非正则奇点,作者发现如果直接采用级数解法求解(4)式,方程(4)对
应的指标方程的指标数程[14]将成为复数,直接导致径向坐标r成为复数,而且无穷多项的级数是发散的,不满足

波函数的标准条件,即有界性、单值性、分段连续性。这也说明方程(4)没有严格的解析解。需要通过变换求解

方程(4)的符合物理要求的近似解析解。

1.1标度变换与级数展开

作变换x=r-re

re
,并且α=are,由(4)式可得

d2u(x)
dx2 +ε1-Veef(x( ))u(x)=0 (5)

其中 Veef(x)=ε2e-2αx-2qe-α( )x +l
(l+1)
(1+x)2

(6)

ε1=Er2e-Der2eq2
2

(7)

ε2=Der2e
2

(8)

将方程(5)中的离心势能项作级数展开  Vl(x)= γ
(1+x)2=γ1-2x+3x

2-O(x[ ]) (9)

这里γ=l(l+1)。借助指数函数展开

V
~

l(x)=γ A0+A1e-αx+A2e-2α[ ]x =
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比较(9)和(10)式可得 A0=1-3α
(1-1α

), A1=4α-
6
α2
, A2=3α2-

1
α
。

于是可用指数函数代替l(l+1)/(1+x)2,得到

V
~

eef(x)=A0γ+(γA1-2qε2)e-αx+(γA2+ε2)e-2αx (11)
将(11)式代入(5)式有

d2u(x)
dx2 +ε1-γA0+(2qε2-γA1)e-αx-(ε2+γA2)e-2α( )x u(x)=0 (12)

再作变量变换ρ=e-αx,并且设定

κ2=-ε1-γA0

α2
,β21=-

2qε2-γA1

α2
,β22=

ε2+γA2

α2
(13)

于是径向薛定谔方程具有如下形式
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2 u(ρ)=0 (14)

1.2拉普拉斯变换

考虑方程(14)当ρ→0和ρ→¥时,径向波函数的渐近态中包含要素函数ρκe-β2ρ,可设

u(ρ)=ρκe-β2ρζ(ρ) (15)
为了借助拉普拉斯变换求解(14)式,再将u(ρ)改写成

u(ρ)=ρσf(ρ) (16)
这里 f(ρ)=ρκ-σe-β2ρζ(ρ) (17)

在(17)式中引入指数因子σ的目的在于拉普拉斯变换的分析与求解。使用新设定后,方程(14)变为

d2
dρ2
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2
2 f(ρ)=0 (18)
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由于(18)式中包含σ2-κ2

ρ2
项,对其实施拉普拉斯变换不能将(18)式变换为二阶常微分方程。如果选择的参

变数σ=±κ,则σ2-κ2

ρ2
将从(18)式中消失,就可以对(18)式进行拉普拉斯变换。进一步分析显示:如果选择σ=

+κ,(16)式中的u(ρ)将随ρ→¥而发散,因此必须选择σ=-κ,于是有

u(ρ)=ρ-κf(ρ) (19)

(18)式变为 ρ
d2f(ρ)
dρ2

+(1-2κ)df
(ρ)
dρ

+(β21-β22ρ)f(ρ)=0 (20)

2.3能量本征值

对(20)式实施拉普拉斯变换

L[f(ρ)]=y(s)=∫
¥

0
e-sρf(ρ)dρ (21)

根据拉普拉斯变换相关定理,可以证明

L[ρf(ρ)]=-
dy(s)
ds

,L[df
(ρ)
dρ

]=sy(s) (22)

L[ρ
d2f(ρ)
dρ2

]=-2sy(s)-s2dy
(s)
ds

(23)

对(20)式实施拉普拉斯变换的结果,得到像函数y(s)所满足的一阶常微分方程如下

(s2-β22)
dy(s)
ds + (2κ+1)s-β[ ]21 y(s)=0 (24)

对(24)式的解比较容易求得

y(s)=C(s-β2)
2κ+1
2 -

β21
2β2(s+β2)

2κ+1
2 +

β21
2β2 (25)

其中C是积分常数。由(16)式和拉普拉斯变换的终值定理[15]

lim
ρ→¥

f(ρ)=lim
s→0

sy(s) (26)

当ρ→¥,由波函数标准条件(单值性、有界性、分段连续性),函数u(ρ)及y(s)收敛。终值定理表明,当s=

β2,像函数y(s)存在的必要条件是2κ+1
2 -β21

2β2
不能为负值,并且为了避免s→β2 时y(s)多值分支的出现,必有

2κ+1
2 -β21

2β2
=n (n=1,2,3,…) (27)

借助(6)~(8)和(13)式,可获得量子系统的显式能谱

E=Deq2
2 -γA0

r2e -
(Deqr2e-γA1)

re 2Der2e+4γA2

-a(n-12
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(28)

1.4径向波函数

对像函数y(s)进行逆拉普拉斯变换[15]产生f(ρ),即

f(ρ)=L-1[y(s)]
将(27)式代入(25)式

y(s)=C(s+β2)-Λ(s-β2)-Ω (29)
其中Λ=(2κ+1)+n, Ω=-n

由(16),(17)及(25)式,可对(29)式中的组成部分分别进行逆拉普拉斯变换

L-1[(s+β2)-Λ]=g(ρ)=ρ
Λ-1e-β2ρ

Γ(Λ)
(30)

L-1[(s-β2)-Ω]=h(ρ)=ρ
Ω-1e-β2ρ

Γ(Ω)
(31)

于是逆拉普拉斯变换可被表示成卷积形式[16]
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L-1[y(s)]=f(ρ)=C(g(ρ)*h(ρ))=C∫
ρ

0
g(ρ-τ)h(τ)dτ (32)

f(ρ)变为f(ρ)=
C

Γ(Ω)Γ(Λ)e
-β2ρ∫

ρ

0
(ρ-τ)Λ-1τΩ-1e2β2τdτ (33)

(33)式的积分将产生合流超几何函数[14]

∫
ρ

0
(ρ-τ)Λ-1τΩ-1e2β2ρdτ=ρΛ+Ω-1

1F1(Ω,Λ+Ω;2β2ρ) (34)

从而得到

f(ρ)=
C

Γ(Ω)Γ(Λ)e
-β2ρρΛ+Ω-1

1F1(Ω,Λ+Ω;2β2ρ)

f(ρ)=
C

Γ(Ω)Γ(Λ)e
-β2ρρ2κ1F1(-n,2κ+1;2β2ρ) (35)

(35)式代入(16)式,可获得径向波函数

f(ρ)=C′e-β2ρρκ
1F1(-n,2κ+1;2β2ρ) (36)

其中C′为(35)式中的常数。
利用合流超几何函数与广义拉盖尔函数关系[14-16]

1F1(-n,p+1;z)=n
! Γ(p+1+n)
Γ(p+1) Lp

n(z) (37)

于是径向波函数

unl(ρ)=C″e-β2ρρκL2κ
n(2β2ρ) (38)

利用广义拉盖尔函数关系的正交关系和径向波函数的正交归一性[14],可求得(38)式中的归一常数

C″= n! (2β2)2κ+1
Γ(2κ+n+1
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(39)

最后求得归一化径向波函数

unl(ρ)=
n! (2β2)2κ+1
Γ(2κ+n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
1/2

e-β2ρρκL2κ
n(2β2ρ) (40)

3结论与讨论

本文研究了薛定谔方程中包含变形莫尔斯势的求解问题。通过标度变换并对离心势项作级数展开,忽略3
阶及更高阶微小量,再合理设置径向波函数的幂指数因子,将原来的径向波函数方程不可能进行的拉普拉斯变

换成为可能;通过拉普拉斯变换将原来的二阶微分方程转化为像函数满足的一阶常微分方程,再经过运用终值

定理及合理分析,使得该量子系统的主量子数n必为正整数,从而进一步获得了该量子系统能谱的显示表示式;
通过逆拉普拉斯变换并运用波函数的标准条件,获得了相应系统的归一化波函数。本文的研究仅仅局限于纯理

论的分析与推导,从获得的能谱显示表示式来看,其能级间距为非均匀分布显然与普通莫尔斯势的结果是相符

的,本文所得的结果有待从实验上精心设置变形莫尔斯势并且进行测试与分析,对上述结果进行验证。
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OperationsResearchandCybernetics

TheApproximateAnalyticalSolutionsofthe3-dimensional
Schroödingerforq-deformedMorsePotential

HU Wen-jiang
(CollegeofElectroning,ChongqingUniversityofPostsandTelecommunications,Chongqing400065,China)

Abstract:UsingLaplaceintegraltransformationandtheestimatetransformation,theapproximateanalyticalsolutionsofthe3-di-
mensionalSchrödingerequationforq-deformedMorsepotentialareobtained.Bymeansofexpandingq-deformedMorsepotentialin-
tothepowerseriesuntilthethreeorderlittletermsandsmallerareignored;lookingforreasonablytheparameterofwavefunction,

makeitsanalyticalsolutionnotbeexistencechangeintotheapproximateanalyticalsolutionexistence;usingreasonablyterminal-val-
uetheoremandtheconvolutionofLaplaceintegraltransformation,andbyapplyingtheorthogonalconditionofgeneralLaguerre
function;theexplicitpressofenergyspectrumandtheradialnormalizationeigenfunctionofthequantumsystemareacquiredunl (ρ)=

n! (2β2)2κ+1
Γ (2κ+n+1( ))

1/2

e-β2ρρκL2κ
n (2β2ρ)andmeanwhile,properdiscussionandsomeconclusionsarepresented.

Keywords:deformedMorsepotential;Schrödingerequation;laplaceintegraltransformation;eigenfunction
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