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Mlinex损失函数下指数分布尺度参数的Bayes估计*

蒋 占 峰

(白城职业技术学院 师范教育系,吉林 白城137000)

摘要:在 Mlinex损失函数下,求出了指数分布的尺度参数的唯一Bayes估计量,并对Bayes估计δB 的容许性和形如

d c+T(x[ ]) 的估计量的容许性进行讨论。其主要结果是:在 Mlinex损失函数下,指数分布的尺度参数的唯一Bayes估

计是δB = Γ(α+β)
Γ(α+β-c[ ])

1/c

λ+∑
n

i=1
x( )i ,而且可容许的;形如d c+T(x[ ]) 的估计量当c>0,d* <d< ¥以及当c>

0,d* =d时是可容许的。
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2004年PodderC.K.提出了Mlinex损失函数,并研究了二次损失函数和Mlinex损失函数下Pareto分布的

Minimax估计[1];文献[2]研究了加权平方损失函数和 Mlinex损失函数下一类分布族参数的 Minimax估计;文
献[3]研究了 Mlinex损失下BurrⅫ部件可靠性指标的经验贝叶斯估计;文献[4]研究了对数误差平方损失函数

和 Mlinex损失函数下一类分布族参数的 Minimax估计。文献[5-10]等研究了不同情形下指数分布的参数估

计,但未涉及 Mlinex损失函数下指数分布的尺度参数的Bayes估计问题。
本文研究 Mlinex损失函数下指数分布的尺度参数的Bayes估计问题,并对Bayes估计δB 的容许性和形如

d c+T(x[ ])的估计量的容许性进行讨论。Mlinex损失函数形式为
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本文仅考虑 MLinex损失中c>0的情形,对于c<0情形可类似讨论。为了叙述问题方便,引入非容许性估计和

可容许性估计的概念。
定义1[5] 对给定的统计决策问题和随机化决策函数类D,决策函数δ(x)称为非容许的,假设在D 中存在

有另一个决策函数δ1(x)满足如下两个条件:1)r(θ,δ1)≤r(θ,δ),∀θ∈Θ;2)在Θ中至少有一个θ0,有r(θ0,δ1)<
r(θ0,δ)。假如在D 中不存在满足上述条件的决策函数,则称δ(x)为容许的。在点估计问题中,相应的估计量称

为非容许性估计和可容许性估计。

1尺度参数θ的Bayes估计

设X1,…,Xn 来自指数分布总体X 的独立样本,X 具有密度函数为f(xθ)=θexp-θ{ }x ,其中x≥0,θ>

0,则来自母体的样本X1,…,Xn 的联合密度为f(x1,…,xn θ)=θnexp-θ∑
n

i=1
x{ }i 。

下面在 Mlinex损失函数下,考虑尺度参数θ的Bayes估计问题。
定理1 在给定先验分布π(θ)和损失函数(1)式下,若存在估计量δ,其Bayes风险r(δ)<¥,则θ有唯一的

Bayes估计δB= E(θ-c X[ ]) -1/c。
证明 在损失函数(1)下,δ 对应的Bayes风险为r(θ,δ)=E(L(θ,δ(X)))=E E(L(θ,δ(X))[ ]X =
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úúX =ω δcE(θ-c X)-clnδ+cElnθ( )X[ ]-1 ,令f(δ)=δcE(θ-c X)-

clnδ+cElnθ( )X -1,f(δ)关于δ求导等于零解得δ= E(θ-c X[ ]) -1/c。因为f(δ)是凸函数,所以δ是f(δ)
的唯一最小值点,故δB= E(θ-c X[ ]) -1/c。 证毕
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定理2 设x1,…,xn 来自指数分布的一个样本观察值,尺度参数θ的先验分布π(θ)服从 Gamma分布

Γ(λ,β),则尺度参数θ的Bayes估计为δB = Γ(α+β)
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证明 因 为 尺 度 参 数θ 的 先 验 分 布π(θ)服 从 Gamma分 布 Γ(λ,β),则θ 的 密 度 函 数 为π(θ)=
λβ

Γ(β)
θβ-1exp-{ }λθ ,样本似然函数为f(x1,…,xn θ)=θnexp-θ∑
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π(θX)= π(θ)f(x1,…,xn;θ)
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故θ的后验分布密度π(θX)服从以λ+∑
n

i=1
xi 为尺度参数、以n+β为形状参数的Gamma分布。

由定理1以及θ的后验分布密度,有
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2Bayes估计δB 的容许性

定理3 在给定先验分布π(θ)和对称损失函数(1)下,θ的Bayes估计δB 是可容许性的。
证明 由于Bayes估计的Bayes风险不大于任何估计的Bayes风险,只须证明存在θ的一个估计δ,其Bayes

风险r(δ)<¥,于是可得r(δB)<¥,从而是可容许的。

由于r(θ,δ)=E(L(θ,δ(X)))=E E(L(θ,δ(X))[ ]X =E E ω δæ
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r(δ)< ¥,所以δB 是可容许估计。 证毕

3估计量dc+T(x[ ])的容许性
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d* = Γ(n)
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,c>0,c,d∈R。下面讨论估计量dc+T(x[ ]) 的容许性。

定理4 当c>0,d*<d<¥时,估计量dc+T(x[ ])是可容许估计。

证明 在损失函数(1)下,证明了θ 有唯一Bayes解δB = Γ(α+β)
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此时的Bayes估计δB 是可容许性的。所以估计量dc+T(x[ ])是可容许估计。 证毕

定理5 当c>0,d*=d时,估计量dc+T(x[ ])是可容许估计。
为了证明定理5,先给出如下几个引理。
引理1 当c>0,d*=d时,估计量δ=dc+T(x[ ]),则其Bayes风险r(δ)<¥。
证明 当c>0,d*=d时,估计量为dc+T(x[ ])时,其Bayes风险
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故其Bayes风险r(δ)<¥。 证毕

引理2 在损失函数(1)下,估计量δ=dc+T(x[ ])对应的风险函数r(θ,δ)关于θ是连续的。

证明 对任意θ1、ε>0,当12lnθ1<lnθ<
3
2lnθ1

时,有

r(θ,δ)-r(θ1,δ)=∫ω δæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
c

-clnδæ
è
ç

ö

ø
÷

θ -é

ë
êê

ù

û
úú1 dFθ(δ)-∫ω δ

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

c

-clnδ
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-é

ë
êê

ù

û
úú1 dFθ1

(δ)=

∫ δæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
c

-clnδæ
è
ç

ö

ø
÷

θ - δ
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

c

+clnδ
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

1
dFθ1

(δ)+∫ δæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
c

-clnδæ
è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúθ dFθ(δ)-Fθ1

(δ[ ]) ≤

∫ δæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
c

- δ
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

c

+clnδ
θ1

-clnδ
θ dFθ1

(δ)+∫ δæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
c

-clnδæ
è
ç

ö

ø
÷

θ dFθ(δ)-Fθ1
(δ)=G1(θ)+G2(θ)

由于对任意的θ1、ε>0,当12lnθ1<lnθ<
3
2lnθ1

时,有

G1(θ)≤∫expc(lnδ-12lnθ1{ })+clnδ
θ

é

ë
êê

ù

û
úú

1
dFθ1

(δ)

由引理1知r(δ)<¥,故∫expc(lnδ-12lnθ1{ })+clnδ
θ

é

ë
êê

ù

û
úú

1
dFθ1

(δ)有界,进而G1(θ)的被积函数有界,

由控制收敛定理知,当θ→θ1 时,G1(θ)→0。

又由于G2(θ)的被积函数 ∫ δæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
c

-clnδæ
è
ç

ö

ø
÷

θ dFθ(δ)-Fθ1
(δ)≤

∫…∫expclnδ(x1,…,xn)-12lnθ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }1 + clnδ

(x1,…,xn)
θ{ }
1

· θnα

Γ(α[ ])n∏
n

i=1
xα-1

i exp-θ∑
n

i=1
x{ }i dx1…dxn < ¥

而 ∫…∫expclnδ(x1,…,xn)-12lnθ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }1 · θnα

Γ(α[ ])n∏
n

i=1
xα-1

i exp-θ∑
n

i=1
x{ }i dx1…dxn < ¥

∫…∫clnδ
(x1,…,xn)

θ1
· θnα

Γ(α[ ])n∏
n

i=1
xα-1

i exp-θ∑
n

i=1
x{ }i dx1…dxn < ¥

于是由控制收敛定理知,当θ→θ1 时,H2(θ)→0。 证毕

引理3 (Blyth引理)[6] 假定参数空间Ω∈Rn 是开的,并且具有连续风险函数的估计形成一个完全类,令
δ是一个具有连续风险函数的估计,π{ }n 是一列(可能不真,即广义的)先验测度且满足:1)r(πn,δ)<¥,∀n;2)

对任一非空开子集Ω0∈Ω,存在常数M>0和N,满足∫Ω0
πn(θ)dθ≥M,∀n≥N;3)r(πn,δ)-r(πn,δπn)→0,

n→0。则估计量δ是可容许的。

证明 (定理5)给定非退化先验分布的概率密度为πk(θ)= λ1/k
Γ(1/k)θ

1/k-1exp-{ }λθ ,则在损失函数(1)
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下,且c=λ-a时,其Bayes估计量为δk= Γ(n+1/k)
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可容许估计。 证毕
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TheBayesEstimationoftheScaleParameterof
theExponentialDistributionunderMliexLossFunction

JIANGZhan-feng
(DepartmentofEducation,BaichengVocationalandTechnicalTeachersCollege,BaichengJilin137000,China)

Abstract:TheonlyBayesestimatorofthescaleparameterexponentialdistributionissolvedunderMlinexlossfunction,atthesame
time,thepermissibilityofBayesestimatedδB andthepermissibilityofestimatorssuchasd c+T(x[ ]) arediscussed.Main
outcomeis:under Mlinexlossfunction,theonlyBayesestimatorofthescaleparameterexponentialdistributionisδB =

Γ (α+β)
Γ (α+β-c[ ])

1/c

λ+∑
n

i=1
x( )i ,andit’sadmissible.Theestimatorsuchasd c+T(x[ ]) isadmissiblewhenc>0,d*<d<¥

andc>0,d*=d.
Keywords:Mlinexloss;Bayesianestimation;scaleparameter;admissibility;exponentialdistribution
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