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摘要:主要研究了半严格-(B,G)-半预不变凸函数的性质与应用,首先通过举例子来说明半严格-(B,G)-半预不变凸函

数的存在性且区别于半严格-G-半预不变凸函数、G-半预不变凸函数、半严格-G 预不变凸函数与严格-(B,G)-半预不变凸

函数;然后给出了半严格-(B,G)-半预不变凸性的一些基本性质;最后分别在无约束与不等式约束下,获得了两类半严

格-(B,G)-半预不变凸规划问题解的最优性结果。
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众所周知,凸性和广义凸性在数理经济学、工程、管理科学与最优化理论中起着非常重要的作用,有关凸性

和广义凸性的研究是数学规划的一个重要方面。Hanson[1]在1981年给出了一类广义凸函数—不变凸函数,它
是凸函数的推广。之后,大量文献借助于这类函数给出了数学规划问题的一些最优性结果。Ben-Israel和

Mond[2]考虑了一类非可微函数,Weir和Jeyakumar[3]将其称为预不变凸函数。1992年,Yang和Chen[4]提出

了半预不变凸函数的概念,这类函数可看作预不变凸函数的真推广。Yang和Li[5]在条件C下讨论了预不变凸

函数的一些性质。Yang和Li[6]给出了严格预不变凸函数、半严格预不变凸函数的概念,并给出了它们分别与预

不变凸函数之间的关系。2002年,Yang[7]等讨论了半严格B-预不变凸(或称显B-预不变凸)函数的一些性质及

重要刻画。Peng和Chang[8]在已有文献基础上提出了G-半预不变凸函数的概念,它统一了G-预不变凸函数[9]

与半预不变凸函数[4],并讨论了G-半预不变凸性的性质与重要刻画。最近,Liu和 Yuan[10]给出了(严格/显)-
(B,G)-半预不变凸函数的概念。彭再云和李永红[11]讨论了半严格-G-半预不变凸性及其非线性规划问题中的应

用。
在文献[4,7,10-11]的启发下,本文主要研究半严格-(B,G)-半预不变凸函数的性质与应用,首先通过举例子

来说明半严格-(B,G)-半预不变凸函数的存在性且区别于半严格-G-半预不变凸函数[11]、G-半预不变凸函数[8]、

半严格-G 预不变凸函数[13]、严格-(B,G)-半预不变凸函数;然后给出了半严格-(B,G)-半预不变凸函数一些基本

性质;最后,分别在无约束与不等式约束下,得到了两类半严格-(B,G)-半预不变凸规划问题解的最优性结果,
并通过例子说明了所得结论。文中所获得的结果推广了相应文献[6-7,11,13]的结果。

1预备知识

在本文中,均假设Rn 是n 维欧式空间,X 为Rn 中的一个子集,b1,b2:X×X× 0,[ ]1 →R+,下面先给出在文

中必要的一些概念。
定义1[1-7] 设集合X⊂Rn,如果存在向量函数η:X×X→Rn,使得∀x,y∈X,λ∈[0,1],有y+λη(x,y)∈

X,则称集合X 是关于η的不变凸集。

* 收稿日期:2013-07-26    网络出版时间:2014-5-8 14:38
资助项目:国家自然科学基金(No.11271389);国家青年基金(No.11301571);重庆市自然科学基金(No.CSTC2012jjA00016);重庆市教委

基金(No.KJ130428)

作者简介:彭再云,男,副教授,博士,研究方向为最优化理论与应用,E-mail:pengzaiyun@126.com
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20140508.1438.001.html



定义2[13] 设X 是Rn 上关于η:X×X→Rn 的不变凸集。函数f:X→R称为X 上关于η的半严格G-预不

变凸函数,如果存在连续递增函数G:If(X)→R,使得对任意的x,y∈X,f(x)≠f(y),λ∈(0,1)满足

f(y+λη(x,y))<G-1(λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))
定义3[4] 设集合X⊂Rn 称为半不变凸集,如果存在η:X×X×[0,1]→Rn 使得对任意的x,y∈X,λ∈[0,

1],有y+λη(x,y,λ)∈X。
注1 如果X 是一个关于η的不变凸集,则X 是关于η的半不变凸集。但反之不一定成立。
定义4[12] 设X 是Rn 上关于η:X×X×[0,1]→Rn 的半不变凸集。称函数f:X→R是X 上关于η,b1,b2

的(半严格)B-半预不变凸函数,如果对任意的x,y∈X,λ∈[0,1](f(x)≠f(y),λ∈(0,1))有

f(y+λη(x,y,λ))≤b1(x,y,λ)f(x)+b2(x,y,λ)f(y)(<)

b1 x,y,( )1 =b2 x,y,( )0 =1,b1(x,y,λ)+b2(x,y,λ)=1
其中lim

λ→0
λη(x,y,λ)=0。

定义5[10] 设X 是非空半不变凸集。称函数f:X→R在X 上是关于η 的(半严格)(B,G)-半预不变凸函

数,如果存在一个连续递增实值函数G:If ( )x →R,向量值函数η:X×X×[0,1]→Rn 和实值函数b1,b2:X×
X× 0,[ ]1 →R+,使得对任意的x,y∈X,(f(x)≠f(y))有

f(y+λη(x,y,λ))≤G-1b1(x,y,λ)G(f(x))+b2(x,y,λ)G(f(y( )))(<)

b1(x,y,1)=b2(x,y,0)=1,b1(x,y,λ)+b2(x,y,λ)=1,λ∈ 0,( )1
其中lim

λ→0
λη(x,y,λ)=0。

注2 如果将定义5中的假设f( )x ≠ ( )fy 改为x≠y,其他条件不变,若不等式(“<”)仍然成立,则称f是

X 上关于η的严格-(B,G)-半预不变凸函数。
半严格-(B,G)-半预不变凸函数是大量存在的,通过下面的例子对其存在进行说明。
例1 设X1=[-6,0)⊂R,X2=[0,6]⊂R和X=X1∪X2。定义函数f:X→R为

f(x)=
7
2
,x=0

2,x∈X\{0

ì

î

í
ïï

ïï }
,η(x,y,λ)=

x-y,x,y∈X2

x-y+λ,x,y∈X1

-y,x∈X2,y∈X1

-y-λ,x∈X1,y∈X2\{0}

1
6x
,x∈X1,y

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï =0

由定义5可知f:X→R是X 上关于η的半严格-(B,G)-半预不变凸函数,其中G(a)=a(a∈R),b1(x,y,λ)=λ,

b2(x,y,λ)=1-λ,λ∈(0,1)。

注3 由定义显然有以下关系成立:i)任意显-B-预不变凸函数[7]是关于同一η的半严格-(B,G)-半预不变

凸函数,此时G(a)=a,η(x,y,λ)=η(x,y);ii)任意半严格-G-半预不变凸函数[11]是关于同一η的半严格-(B,

G)-半预不变凸函数,此时b1(x,y,λ)=λ,b2(x,y,λ)=1-λ;iii)任意半严格-G-预不变凸函数[13]是关于η的

半严格-(B,G)-半预不变凸函数,此时b1(x,y,λ)=λ,b2(x,y,λ)=1-λ,η(x,y,λ)=η(x,y)。下列说明反之不

一定成立。
例2 令X={(x1,x2)|0<x2<x21,0<x1<2}∪{(0,0)},取x=(x1,x2),y=(y1,y2)∈X,定义η(x,y,λ)=

x1,35λx
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ,y=(0,0)

x췍-y,y≠(0,0

ì

î

í
ïï

ïï )
,这里x췍∈X 表示y 和x 连线上的一点,且有∪(y,‖y-x0‖)⊂X。令f(x)=

ln 12x1+x2+
æ

è
ç

ö

ø
÷

5
2
,x=(x1,x2)∈X;b1(x,u,λ)=λ,b2(x,u,λ)=1-λ,λ∈ 0,( )1 ;G(a)=ea,a∈R。则显然X 是

关于η的半不变凸集及f 是X 上关于η的半严格-(B,G)-半预不变凸函数。

然而,f不是关于η的半严格-G-半预不变凸函数[11]。事实上,取x=(x1,x2)=(0,1),y=(0,0),λ=12
,有
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f(y+λη(x,y,λ))=f0,
3æ

è
ç

ö

ø
÷

20 =ln
53
20
,及

G-1(λG(f(x))+(1-λ)G(f(y)))=G-1λGln 12x1+x2+
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

5
2 +(1-λ)Gln 12×0+0+

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

5
2 =

G-1λGlnæ
è
ç

ö

ø
÷

7
2 +(1-λ)Gæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

5
2 =ln3516

故而得f(y+λη(x,y,λ))=ln
53
20>G

-1(λG(f(x))+(1-λ)G(f(y)))=ln3516
。

所以f不是关于η的半严格-G-半预不变凸函数,显然它也不是关于η的G-半预不变凸函数[8],当然也不是

X 上的半严格-G 预不变凸函数[13]。
注4 半严格-(B,G)-半预不变凸函数也可能不一定是关于相同η,G,b1 和b2 的严格-(B,G)-半预不变凸函

数,下面用例3来说明此论断。
例3 设X1=[-6,0)⊂R,X2=[0,6]⊂R和X=X1∪X2。定义

f(x)=
2,x=0
3,x∈X\{0{ }

,η(x,y,λ)=

x-y,x,y∈X2

x-y,x,y∈X1

1
6x
,x∈X1,y=0

-y,x∈X1,y∈X2\{0}

-y,x∈X2,y∈X

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

1

G(a)=a,a∈R,b1(x,y,λ)=λ,b2(x,y,λ)=1-λ,λ∈(0,1)
由定义6,不难验证f 在X 上是关于η 的半严格-(B,G)-半预不变凸函数,同时可验证f 也是X 上关于η 的

(B,G)-半预不变凸函数。但f不是X 上关于η的严格-(B,G)-半预不变凸函数。事实上,取x=3,y=1(x≠

y),λ=12
,有 f(y+λη(x,y,λ))=f1+

1
2×

(3-1æ

è
ç

ö

ø
÷)=f(2)=3

G-1(b1(x,y,λ)G(f(x))+b2(x,y,λ)G(f(y)))=

G-1(λG(f(x))+(1-λ)G(f(y)))=12×f
(3)+ 1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 ×f(1)=3

于是,有f(y+λη(x,y,λ))=G-1(b1(x,y,λ)G(f(x))+b2(x,y,λ)G(f(y)))。
故f不是X 上关于η的严格-(B,G)-半预不变凸函数。
注5 由例1~例3及注2~注4可知,半严格-(B,G)-半预不变凸函数是大量存在的,且它不同于半严格-

G-半预不变凸函数[11]、G-半预不变凸函数[8]、半严格-G 预不变凸函数[13],也不同于严格-(B,G)-半预不变凸函

数。

2半严格-(B,G)-半预不变凸性的基本性质

这一部分将给出半严格-(B,G)-半预不变凸函数的一些基本性质。
说明1 若一个实值函数G满足G(x+y)=G(x)+G(y),x,y在该函数的定义域中,则称函数G满足可加性。
定理1 设X 是Rn 上关于η:X×X×[0,1]→Rn 的半不变凸集,f,g:X→R是关于相同的η,G,b1 和b2 的

半严格-(B,G)-半预不变凸函数。若G-1和G 满足可加性,则f+g 也是关于相同的η,G,b1 和b2 的半严

格-(B,G)-半预不变凸函数。
证明 因为f,g 是关于相同η,G,b1 和b2 的半严格-(B,G)-半预不变凸函数,则对于任意的x,y∈X,

f(x)≠f(y),λ∈(0,1),下面两个不等式均成立

f(y+λη(x,y,λ))<G-1b1(x,y,λ)G(f(x))+b2(x,y,λ)G(f(y( ))

g(y+λη(x,y,λ))<G-1b1(x,y,λ)G(g(x))+b2(x,y,λ)G(g(y( ))
于是,有 (f+g)(y+λη(x,y,λ))=f(y+λη(x,y,λ))+g(y+λη(x,y,λ))<

G-1b1(x,y,λ)G(f(x))+b2(x,y,λ)G(f(y( ))+G-1b1(x,y,λ)G(g(x))+b2(x,y,λ)G(g(y( ))=
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G-1b1(x,y,λ)G((f+g)(x))+b2(x,y,λ)G((f+g)(y( ))
故f+g也是关于相同η,G,b1 和b2 的半严格-(B,G)-半预不变凸函数。 证毕

说明2 若一个实值函数G 满足G(kx)=kG(x),k>0,则称函数G 满足正齐次性。
定理2 设 X 是 Rn 上关于η:X×X×[0,1]→Rn 的半不变凸集,f:X→R是关于η,G,b1 和b2 的半严

格-(B,G)-半预不变凸函数。若k>0且G-1和G 满足正齐次性,则kf 也是关于相同η,G,b1 和b2 的半严格-
(B,G)-半预不变凸函数。

证明 因为f:X→R是关于η,G,b1 和b2 的半严格-(B,G)-半预不变凸函数,即对于∀x,y∈X,f(x)≠

f(y),∀λ∈(0,1),有

f(y+λη(x,y,λ))<G-1b1(x,y,λ)G(f(x))+b2(x,y,λ)G(f(y( ))

由k>0,G-1和G 满足正齐次性,则

kf(y+λη(x,y,λ))<kG-1b1(x,y,λ)G(f(x))+b2(x,y,λ)G(f(y( ))=
G-1b1(x,y,λ)kG(f(x))+b2(x,y,λ)kG(f(y( ))=G-1b1(x,y,λ)G(kf(x))+b2(x,y,λ)G(kf(y( ))

因此,kf也是关于相同η,G,b1 和b2 的半严格-(B,G)-半预不变凸函数。 证毕

命题1 设X 是Rn 上关于η:X×X×[0,1]→Rn 的半不变凸集,fi:X→R(i=1,2,…,n)是关于相同η,

G,b1和b2的半严格-(B,G)-半预不变凸函数。若ki>0(i=1,2,…,n)且G-1和G满足可加性和正齐次性,则

f=∑
n

i=1
kifi 也是关于相同η,G,b1 和b2 的半严格-(B,G)-半预不变凸函数。

命题1根据定理1和定理2即可得到证明。
根据定义4与定义5,显然可以得到半严格-(B,G)-半预不变凸性与半严格B-半预不变凸性的如下关系。
命题2 设集合X⊂Rn 是关于η:X×X×[0,1]→Rn 的非空半不变凸集,函数f:X→R,则f在X 上是关于

η的半严格-(B,G)-半预不变凸函数当且仅当G(f)是X 上关于η的半严格B-半预不变凸函数。

3半严格-(B,G)-半预不变凸性在非线性规划中的应用

首先考虑如下无约束非线性规划问题 ( )P     minf(x),s.t.x∈X
定理3 设集合X⊂Rn 是关于η:X×X×[0,1]→Rn 的非空半不变凸集,函数f:X→R是X 上的半严格-

(B,G)-半预不变凸函数。若x是问题 ( )P 的局部最优点,那么x是问题 ( )P 的全局最优点。

证明 若x是问题 ( )P 的局部最优点,则存在x的邻域Nε(x)使得

f(x)≤f(x),∀x∈X∩Nε(x) (1)

假设x不是问题 ( )P 的全局最优点,则存在 ～x∈X 使得

f(～x)<f(x) (2)

由于f是X 上的半严格-(B,G)-半预不变凸函数,故对任意的x,y∈X 且f(～x)≠f(x),λ∈(0,1),有

f(x+λη(～x,x,λ))<G-1 b1(～x,x,λ)G(f(～x))+b2(～x,x,λ)G(f(x[ ]))<

G-1 b1(～x,x,λ)G(f(x))+b2(～x,x,λ)G(f(x[ ]))=G-1(G(f(x))=f(x) (3)

当λ>0充分小时,有lim
λ→0

λη(～x,x,λ)=0。因此x+λη(～x,x,λ)∈X∩Nε(x),这与 (1)、(3)式矛盾。因此x是问

题(P)的全局最优点。 证毕

例4 令X={(x1,x2)|0<x2<x21,0<x1<2}∪{(0,0)},取x=(x1,x2),y=(y1,y2)∈X,定义

η(x,y,λ)=
x1,35λx
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ,y=(0,0)

x췍-y,y≠(0,0

ì

î

í
ïï

ïï )
。这里x췍∈X 表示y 和x 连线上的一点,且有∪(y,‖y-x0‖)⊂X。令

f(x)=ln 12x1+x2+
æ

è
ç

ö

ø
÷

5
2
,x=(x1,x2)∈X;b1(x,u,λ)=λ,b2(x,u,λ)=1-λ,λ∈ 0,( )1 ;G(a)=ea,a∈R。则由

例2知f是X 上关于η的半严格-(B,G)-半预不变凸函数。可验证定理3的假设条件均满足,且x=(0,0)是问
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题 ( )P 的局部最优点。根据定理3,x=(0,0)是问题 ( )P 的全局最优点。
考虑如下带不等式约束的数学规划问题 ( )VP

            min f( )x
            s.t.gi ( )x ≤0,i∈J= 1,…,{ }m ,x∈X
其中X 是Rn 的非空子集,f,gi:X→R,i=1,2,…,m,P( )2 的可行解集为D:= x∈X:gi ( )x ≤0,i∈{ }J 。

定理4 设集合X⊂Rn 是关于η:X×X×[0,1]→Rn 的非空半不变凸集,f:X→R是D 上的半严格-(B,G)-
半预不变凸函数,gi,i∈J是D 上的(B,G)-半预不变凸函数且G-1是严格凸函数。若x∈D 是问题 ( )VP 的局部

最优点,则x是问题 ( )VP 的全局最优点。
证明 若x是问题 ( )P 的局部最优点,则存在x的邻域Nε(x)使得

f(x)≤f(x),∀x∈X∩Nε(x) (4)

假设x不是问题 ( )VP 的全局最优点,则存在 ～x∈D 使得

f(～x)<f(x) (5)
因为gi,i∈J是D 上的(B,G)-半预不变凸函数,故有

g(x+λη(～x,x,λ))≤G-1 b1(～x,x,λ)G(g(～x))+b2(～x,x,λ)G(g(x[ ]))≤

G-1 b1(～x,x,λ)G(g(x))+b2(～x,x,λ)G(g(x[ ]))≤G-1(G(0))=0

因此,有x+λη(～x,x,λ)∈D。又f在D 上是半严格-(B,G)-半预不变凸函数,则

f(x+λη(～x,x,λ))<G-1 b1(～x,x,λ)G(f(～x))+b2(～x,x,λ)G(f(x[ ]))<

G-1 b1(～x,x,λ)G(f(x))+b2(～x,x,λ)G(f(x[ ]))=G-1(G(f(x))=f(x) (6)

当λ>0充分小时,有lim
λ→0

λη(～x,x,λ)=0。于是,有x+λη(～x,x,λ)∈K∩Nε(x),这与(4)、(6)式矛盾,因此,x是

问题 ( )VP 的全局最优点。 证毕

例5 对于例3中的X,f,η而言,取b1(x,u,λ)=λ,b2(x,u,λ)=1-λ,λ∈ 0,( )1 ;G(α)=eα,α∈R,(VP)的

约束为gi(x)=52x-
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,i∈J=1,2,…,m。则可验证X 为关于η 的非空半连通集,该规划问题(VP)的可行解

集为D:= x∈X:gi ( )x ≤0,i∈{ }J ,由 约 束 gi(x)=52x- 516
,i∈J=1,2,…,m 可 得 可 行 集 为 D:=

x∈X:x≤18
,i∈{ }J 。目标函数最小值为2,且x=0为该非线性规划问题在可行域内的局部最优解,由定义5,

显然可验证f:X→R是关于η的半严格-(B,G)-半预不变凸函数,gi,i∈J是D 上的(B,G)-半预不变凸函数。
定理4的条件均满足,由定理4,x=0是该非线性规划问题的一个全局最优解。

注6 例4、例5分别说明本文所得规划问题中的应用结果,即定理3、定理4是成立的。
注7 由例1~例5及定理3、定理4可知,半严格-(B,G)-半预不变凸函数是重要的一类函数,在数学规划

问题中有较重要应用。那么,能否讨论进一步半严格-(B,G)-半预不变凸性与(B,G)-半预不变凸、严格-(B,

G)-半预不变凸性之间的相互关系? 值得后续研究!
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Abstract:Inthispaper,wemainlydiscussCharacteristicsandApplicationsonsemistrictlysemi-(B,G)-preinvexfunction.Firstly,

examplesaregiventoshowthattheexistenceofsemistrictlysemi-(B,G)-preinvexfunction,andthedifferencewithsemistrictly
semi-G-preinvexfunction,semi-G-preinvexfunction,semistrictly-G-preinvexfunction,strictlysemi-(B,G)-preinvexfunction.

Then,weobtainsomebasicpropertiesofsemistrictlysemi-(B,G)-preinvexity.Finally,weobtainsomesomeoptimalityresultsto

semistrictlysemi-(B,G)-preinvexprogrammingproblemswithoutconstraintandwithinequalityconstraints,respectively,andgive

someexamplestoillustratetheresults.Ourresultsextendthethecorrespondingresults.

Keywords:semi-invexset;semistrictlysemi-(B,G)-preinvexfunction;inequalityconstrains;mathematicalprogramming
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