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无三角形3-正则图的几个参数的界*
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摘要:图G的一条边称为割边是指删去该边后,使得余下的图的连通分支数增加。图G 中的一个两两不相邻的边子集称

为图G 的一个匹配。图G的一个最大匹配的边数称为图G 的匹配数。图G中的一个与G 的每个团都有交的顶点子集称

为G的一个团横贯集,图G中元素个数最少的团横贯集的顶点数称为G 的团横贯数。本文针对n阶连通无三角形的3-
正则图G=(V(G),E(G)),首先给出了其割边数的一个上界(n-10)/4;其次对它的匹配数得到了一个下界(11n-2)/24;

再次对它的线图的团横贯数呈现了一个上界(13 E(G) +3)/36。同时刻画了达到这些界的极值图。
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本文所考虑的图都是非空、有限简单图,其他没有定义的术语和符号请参考文献[1]。对于一个顶点集为

V、边集为E 的图G=(V,E),∀v∈V,v的开邻域N(v)定义为与v相邻的顶点集合,即N(v)= uuv∈{ }E ;v的

闭邻域为 NG[v]=NG(v)∪ { }v ;与顶点v相邻的顶点数目称为v 的度,记为dG(v)或简单地记为d(v),即

d(v)= NG(v)。对∀v∈V(G),G 的由S 导出的子图记为G[S]。用Kn 表示n 个顶点的完全图。特别地,图

K3 也叫做一个三角形;令Km,n表示二分划分别有m 和n 个顶点的完全二部图,若m=1或n=1,则称Km,n为一

个星。给定图F,如果图G 不包含F 作为其导出子图,则称G 是无-F 的。图G 的线图L(G)是指以G 的边集作

为L(G)的顶点集,L(G)中两个顶点相邻当且仅当与这两个顶点对应的G 中的两条边在G 中相邻。设S⊆
E(G),如果G 的每个顶点都是S 中某条边的端点,则称S是图G 的一个边覆盖,也叫做S覆盖了G。G 的边数

最少的边覆盖的边数叫做G 的边覆盖数,记为β′(G)。
给定一个图G,图G 的一条边称为割边是指删去该边后,使得余下的图的连通分支数增加,G 的割点可以类

似定义。G 的一个块是指G 的一个不含割点的极大子图。而图G 的一个末块是指仅包含G 的一个割点的块,并
且包含在末块中G 的割点称为一个末点。分别用c′(G)和eb(G)表示G 的割边数和末块数。

显然,对于一个有n个顶点的图G,G 包含至多n-1条割边及n-2个割点,包含n-1条割边的唯一连通图

是n个顶点的树,包含n-2个割点的唯一连通图是n个顶点的路。如果对于一个图G 加上一些限制条件,G 的

割边数与割点数的上界问题就成为不平凡的。在文献[2-3]中,Rao确定了n个顶点、m 条边的图G 的割边数与

割点数的上界范围;文献[4-5]对于阶数为n的d-正则图给出了割边数的上界。
设M⊆E(G),若M 中任意两条边都不相邻,则称M 为图G 的边独立集或匹配。图G 中一个边数最多的匹

配称为图G 的一个最大匹配,而一个图G 的最大匹配的边数称为它的匹配数,记为α′(G)。关于图的匹配数,已
经有广泛的研究[6-9]。

若图G 的一个至少有2个顶点的子图C在包含的意义下是一个极大完全子图,则称C 为图G 的一个团,G
的一个有m 个顶点的团叫做G 的一个m-团;D 是V(G)的一个子集,若对图G 的任意一个团C,都有D∩V(C)≠
∅,则称D 是G 的一个团横贯集,G 的元素个数最少的一个团横贯集称为G 的最小团横贯集,G 的最小团横贯集

的顶点数称为G 的团横贯数,记为τC(G)。
确定一个图的团横贯数的界是有趣的。Andreae,Schughart与Tuza[10]研究了线图及线图的补图的团横贯
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数;在文献[11]中,Shan、Cheng与Kang对于连通k-正则图G 得到了τC(G)的上界及可达下界;Bacso与Tu-
za[12]对于3-正则图给出了τC(G)的一个紧的上界。其它还有很多的研究,在此不再赘述。

本文继续研究无三角形3-正则图及它的线图的这些参数的界,并且刻画达到这些界的极值图。

1无三角形3-正则图的割边数

本节对连通无三角形3-正则图的割边数与末块数分别呈现一个紧的上界,并且刻画达到这些界的极值图。
为了刻画达到这些上界的极值图,需要如下的定义与构造。
定义1 v是图G 中的一个顶点,F 是一个图,称在G 的顶点v 上粘附一个F 是指将F 的某个顶点与G 的

顶点v 合并成一个顶点的G 与F 的不交并。
构造 将完全二部图K3,3中的任意一条边进行一次剖分所得到的图记为L7(见图1(a))。显然,在所有的

只有一个顶点的度为2,其余顶点的度都为3的无三角形的图中,L7是顶点数最少的一个图。从而在无三角形的

3-正则图中,L7是顶点数最少的末块。
设T′是每个非树叶顶点的度为3的树的集合,令H′是如下的无三角形的3-正则图的集合:将T′中的每棵

树的树叶顶点上粘附一个L7,使得每个树叶顶点都是一个L7的末点。并且,令T 是T′的一个子集合:∀T∈
T,在T 的正常2-着色中,它的所有树叶顶点具有相同的颜色。相应地,将T 中每棵树的所有树叶上粘附一个

L7,使得每个树叶顶点都是一个L7的末点,这样得到的图的集合记为H,显然有H ⊆H′。由H′的构造可知,

H′中的每个图都是无三角形的3-正则图。

     (a)L7                 (b)I14
图1 L7与I14

Fig.1 L7andI14

用I14表示在图 K2的每个

顶点上粘附一个L7使得它的

每个顶点都是一个L7的末点

而得到的无三角形的3-正则图

(见图1(b))。
首先对连通无三角形3-正

则图的末块数给出一个紧的上

界。

定理1 如果G 是一个阶数为n 的连通无三角形的3-正则图,则eb(G)≤(n+2)/8,并且等式成立的充要条

件是G∈H′。
证明 如果G 没有割边,那么eb(G)=0,结论显然成立。因此,可以假设G 至少有一条割边,这意味着G 至

少有2个末块。令G′是将G 的每个末块收缩成一个顶点而得到的图。因为G 是连通图,所以G′是连通的,并且

G 的每个末块被收缩成为G′中的一个1-度顶点。设n′= V(G′),m′= E(G′),则m′≥n′-1。由于任意一个

图中所有顶点的度数和等于边数的2倍,可得         3n′-2eb(G)=2m′≥2n′-2 (1)
从而有 n′≥2eb(G)-2 (2)

由前面图的构造可知,每个末块至少有7个顶点,于是有

n′≤n-6eb(G) (3)
结合这些不等式有2eb(G)-2≤n′≤n-6eb(G),从而得到eb(G)≤(n+2)/8。

下面证明:对于一个阶数为n的连通无三角形的3-正则图G,eb(G)=(n+2)/8当且仅当G∈H′。
首先假设G∈H′,T′中顶点数最少的树有2个顶点。由这棵树所产生的H′中的图有14个顶点、2个末块

并且有eb(G)=(n+2)/8。对任意的T′中顶点数大于2的树T,T 中最长道路的倒数第2个顶点有2个树叶邻

点,删去这2个邻点,将产生一个T′中阶数比 V(T)小的树T′。设G 与G′是H′中分别由树T 与T′所对应的

图。显然G 的顶点数比G′的顶点数多8个,G 的末块数比G′的末块数多1个。通过对n用数学归纳法不难得

知:eb(G)=(n+2)/8。
反之,对于一个阶数为n的连通无三角形的3-正则图G,假设eb(G)=(n+2)/8,于是不等式(1)~(3)都取等号。

而3n′-2eb(G)=2m′=2n′-2意味着G′∈T′;n=n′-6eb(G)说明G的每个末块是L7,所以G∈H′。 证毕

接下来对连通无三角形的3-正则图的割边数给出一个紧的上界。
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定理2 如果G 是一个阶数为n (n≥10)的连通无三角形的3-正则图,则c′(G)≤(n-10)/4,并且等式成立

的充要条件是G∈H′。
证明 对n用数学归纳法证明。
如果c′(G)=0,结论是平凡的,所以令c′(G)≥1。因为L7是G 的顶点数最少的末块,于是I14是只有一条割

边的最小的连通无三角形的3-正则图,从而n≥14。如果c′(G)≥1,则结论显然成立。现在令G 的顶点数n>
14,割边数c′(G)≥2,并且假设结论对于顶点数小于n的连通无三角形3-正则图成立。

设e是G 的一条割边,那么G-e只有2个连通分支,不妨记为G1 与G2。在G 中用L7代替G V(G2[ ])
(G V(G1[ ])),最后得到的图记为G′1(G′2)。显然,G 的割边由G1 与G2 的割边再加上e组成。而e既是G′1 的割

边,也是G′2 的割边,并且增加的L7 不包含割边,所有有c′(G)=c′(G′1)+c′(G′2)-1。对于i=1,2,令ni=
V(G′i)可得n=n1+n2-14。

如果G V(G1[ ])与G V(G2[ ])都不同构于L7,那么G′1 和G′2 都比G 的顶点数少,通过归纳假设,有c′(G)=

c′(G′1)+c′(G′2)-1≤n1-104 +n2-104 -1=n-104
。于是结论成立。否则,G 的每条割边都关联一个L7的末点,

由c′(G)≥2知,c′(G)=eb(G)。如果c′(G)=2,由G 没有三角形知n≥20,结论成立。如果c′(G)≥3,那么n≥
22,由定理1有c′(G)=eb(G)≤(n+2)/8≤(n-10)/4,于是结论成立。

下面证明:对于一个n(n≥10)阶连通无三角形的3-正则图G,c′(G)=(n-10)/4,当且仅当G∈H′。
设G∈H′,T′中顶点数最少的树有2个顶点。由这棵树所产生的H′中的图有14个顶点、1条割边,满足

c′(G)=(n-10)/4。对任意的T′中顶点数大于2的树T,T 中最长道路的倒数第2个顶点有2个树叶邻点,删
去这2个邻点将产生一个T′中阶数比 V(T)小的树T′。设G 与G′是H′中分别由树T 和T′所对应的图。显

然G 的顶点数比G′的顶点数多8个,G 的割边数比G′的割边数多2条。通过对n用数学归纳法易得c′(G)=
(n-10)/4。

反之,对于一个阶数为n(n≥10)的连通无三角形的3-正则图G,假设c′(G)=(n-10)/4,下证G∈H′。如

果c′(G)=1,那么n=14,显然有G=I14∈H′。如果G 中有一条割边不关联末块L7的末点,则可以用数学归纳

法证明结论。如前同样令G′1(G′2)是在G 中用L7代替G V(G2[ ])(G V(G1[ ]))而得到的图,于是归纳假设将要求

对于图G′1 和G′2 来说,若关于割边数的等式成立,必有G′1,G′2∈H′,由G′1 和G′2 的构造方法可知G∈H′。如果

c′(G)=eb(G),那么由定理1知(n-10)/4=(n+2)/8,从而n=22。此时,由G的条件可得,G是通过在星T=K1,3

的每个树叶顶点上粘附一个L7而得到的图。显然有G∈H′。 证毕

2无三角形3-正则图的匹配数

本节对连通无三角形3-正则图的匹配数给出一个下界,并且刻画达到这个下界的极值图。下面先介绍一个

关于匹配的基本概念以及一些重要的引理。
定义1 图G 的一个顶点子集S 的亏量定义为o(G-S)- S ,记为defG(S)或者简单地记为def(S),其

中记o(H)表示图 H 中奇分支的数目。

引理1[13] 对于每个图G=(V,E),α′(G)=minS⊆V 12n-def(S( )
æ

è
ç

ö

ø
÷) 。而且,若存在一个匹配,使得集合S的顶点

与G-S的不同的奇分支的顶点配对,并且G-S 的每个奇分支中至多余下一个非饱和顶点,那么α′(G)=
1
2n-def(S( ))。

引理2[5] 设G 是一个阶数为n 的(2r+1)-正则图,令S是V(G)的一个子集。若G-S的每个奇分支与S
之间的边数是1条或者至少2r+1条,则def(S)≤2reb(G)/(2r+1)。

引理3[5] 如果T 是阶数为n,并且每个非树叶顶点的度数为2r+1的树,那么α′(T)≥(n-1)/(2r+1),并
且等式成立当且仅当T∈Tr(Tr的构造请参考文献[5])。

推论1 如果T 是阶数为n 并且每个非树叶顶点的度数为3的树,那么α′(T)≥(n-1)/3,并且等式成立当

且仅当T∈T。
根据上面的这些引理可以得到如下结果。
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定理3 如果G 是一个阶数为n 的连通无三角形的3-正则图,那么α′(T)≥(11n-2)/24,并且等式成立当

且仅当G∈H。
证明 对于一个3-正则图来说,奇数个顶点与奇数个顶点之间的割边数一定是一个奇数,即这个数目是1

或3。于是由定理1和引理2知,对任意S⊆V(G),有

def(S)≤2eb
(G)
3 ≤23

·n+2
8 =n+212

(4)

因此有

1
2 n-def(S( ))≥12 n-n+2æ

è
ç

ö

ø
÷

12 =11n-224
(5)

从而根据引理1可得α′(G)≥(11n-2)/24。
下面证明:对于一个阶数为n的连通无三角形的3-正则图G,α′(G)=(11n-2)/24当且仅当G∈H。
假设G∈H,并设在T 中对应的图为T。令X 与Y 是T 的二部顶点集,其中Y 包含所有的树叶。若令S=

X,则o(G-S)= Y 。因为Y 中的每个顶点或者是G-S 的一个孤立点,或者是G-S 的一个奇分支L7的末

点,所以def(S)= Y - X 。对于以X 中的一个顶点为根的树T,将S中的每个顶点与它的儿子顶点之一配

对,这个儿子顶点或者是G-S的一个奇分支,或者在G-S的一个奇分支中。当这个奇分支是L7 时,将余下的

顶点两两配对,这就产生一个正好def(S)个顶点未被饱和的匹配。
下面只需归纳地比较def(S)与α′(G)的数值即可。当T=K1,3时,def(S)=2。加入末块以后共22个顶

点,(11×22-2)/24=10=α′(G),结论成立。对于阶数较大的图G∈H,令树T 是T 中对应的图。设T 是由对

应于图G′∈H 的树T′经过扩充以后得到的。在扩充T′的时候,X 增加2个,Y 就增加4个,从而def(S)增
加2个。比较G 与G′,减少一个末块的同时,4个新的末块将产生,从而顶点数目增加24个。如果 X 增加2k
个,有α′(G)=α′(G′)+2k+3×3k,V(G)=n=n′+24k= V(G′)+24k。通过归纳假设可得

α′(G′)=(11n′-2)/24⇔α′(G)-11k= 11(n-24k)[ ]-2/24⇔α′(G)=(11n-2)/24
则结论成立。

反之,对于一个阶数为n的连通无三角形3-正则图G,假设α′(G)=(11n-2)/24,则不等式(4)、(5)取等号。
由定理1知,eb(G)=(n+2)/8意味着G∈H′。因此,G 的末块是L7。令G′是将图G 中的每个末块收缩为一个

顶点后得到的图,那么由G∈H′知G′是一棵树。若令n′= V(G′)与m′= E(G′),由每个末块有7个顶点可

得n=n′+6eb(G)。将公式eb(G)=(n+2)/8代入并化简可得2eb(G)=n′+2。
最后证明G′∈T。由推论1知,只需证明G′有包含(n′-1)/3条边的匹配即可。注意到α′(G′)≥α′(G)-

3eb(G),并且有条件α′(G)=(11n-2)/24,从而有

α′(G′)≥(11n-2)/24-(3n+6)/8=(n-10)/12=(n′-1)/3
这样便得到G∈H。 证毕

3无三角形3-正则图的线图的团横贯数

本节对连通无三角形3-正则图的线图的团横贯数给出一个上界,并且刻画达到这个界的极值图。为了刻画

达到上界的极值图,需要下面的引理。
引理4[14] 对于每个阶数为n的图G,β′(G)+α′(G)=n。
由引理4可以得到下面的结果。
定理4 如果G 是一个阶数为n 的连通无三角形3-正则图,则τC(L(G))≤(13E(G)+3)/36,并且等式成

立的充要条件是G∈H。
证明 对于一个阶数为n的连通无三角形的3-正则图G,令M 是G 的一个最大匹配。对于G 中每个M-非

饱和顶点,在G 中取一条与之关联的边,并将所有这样的边作成的集合记为M0,则 M0 =n-2 M 。因为G 是

没有三角形的3-正则图,所以L(G)中的所有团都是3-团,并且每个团都是由G 中关联于同一个顶点的边在

L(G)中对应的顶点而形成的。从而M∪M0 所对应的L(G)中的顶点集是L(G)的一个团横贯集。由定理3有

τC(L(G))≤ M∪M0 =n- M ≤n-(11n-2)/24=(13n+2)/24≤(13E(G)+3)/36
下面证明:对于一个阶数为n的连通无三角形的3-正则图G,τC(L(G))=(13E(G)+3)/36当且仅当G∈H。
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首先,若G∈H,由定理2知α′(G)=(11n-2)/24。并且对应于G 中的每个顶点关联的三条边,在L(G)中
一定是一个3-团,所以L(G)的每一个团横贯集对应在G 中的边集是G 的一个边覆盖。于是由引理4知

τC(L(G))≥β′(G)=n-α′(G)=n-(11n-2)/24=(13n+2)/24= (13E(G))[ ]+3/36
又由前面所证τC(L(G))≤ (13E(G))[ ]+3/36得知,τC(L(G))= (13E(G))[ ]+3/36。

其次,若τC(L(G))= (13E(G))[ ]+3/36,那么 G 的最大匹配 M 的边数为(11n-2)/24,即 M =
(11n-2)/24,再由定理2可得G∈H。从而结论得证。 证毕
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BoundsonSomeParametersinTriangle-freeCubicGraphs

WANGDing-guo1,SHANGEr-fang2

(1.CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331;

2.SchoolofManagement,ShanghaiUniversity,Shanghai200444,China)

Abstract:Acut-edgeinagraphGisanedgewhoseremovalincreasesthenumberofconnectedcomponentsofthegraph.Amatc-
hingofGisasetofpairwiseindependentedgesofG.ThematchingnumberisthenumberofedgesinamaximummatchingofG.A
verticessetiscalledaclique-transversalsetofGifitmeetsallcliquesofG.Theclique-transversalnumberistheminimumcardinali-
tyofaclique-transversalsetofG.Inthispaper,foraconnectedtriangle-freecubicgraphG=(V(G),E(G))ofordern,firstly,we

giveanupperbound(n-10)/4onthenumberofcut-edges.Secondly,wegetalowerbound(11n-2)/24onthematchingnumber.
Thirdly,wepresentanupperbound (13 E(G) +3)/36ontheclique-transversalnumberforthelinegraphofG.Meanwhile,we
characterizetheextremalgraphsachievingthesebounds.
keywords:cut-edges;cubicgraphs;triangle-free;matchingnumber;clique-transversalnumber
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