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基于填充函数方法的OD矩阵估计*
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摘要:对现有关于求解OD矩阵估计的最小二乘模型所采用的逐次迭代算法的不足进行了分析,并引进了一种全局最优

化算法即填充函数方法来找寻该模型的全局最优解。数值试验表明:所提出的填充函数算法有能力找到问题的全局最优

解,且与初始值的选取无关,也有潜力解决较复杂网络的OD矩阵估计。通过数值结果发现,模型的权值选取对数值结果

有明显影响。为此,引进了一种确定权值的评价指标RMSE,它能反映估计量与真实值之间的接近程度。利用该指标,可
以选取较合适的权值。
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OD需求矩阵是描述交通网络中所有出行起点(Origin)与出行终点(Destination)之间在一定时间范围内交

通出行量的表格,反映了某城市或区域的基本交通需求。OD矩阵是交通运输规划研究的基础资料,是城市交通

系统规划、控制与管理等工作的基础,它能揭示出城市交通症结的原因,交通需求与土地利用、经济活动等相互

关系的规律。传统方法获取OD矩阵是采用大规模的人工抽样调查等。由于交通数据量十分庞大,消耗极大的

人力、财力和时间资源,代价十分高昂,而且直接调查得到的OD矩阵存在抽样率低、抽样统计的精度不高、数据

更新周期长等问题[1],所以在当前的科研和实际应用中很少采用。而一些利用路段观测交通量来推算OD矩阵

的方法,以其省时、省力,省钱和时效性高等优点,越来越引起重视。目前OD矩阵估计方法有极大熵模型法、信
息极小模型法、极大似然法、广义最小二乘法和贝叶斯统计法等[1-2]。近些年来,关于OD矩阵估计问题的研究也

出现了一些新的进展。Hazelton等[3-4]利用路段流量之间的二阶统计信息来估计 OD矩阵,解决了 OD矩阵估

计的不确定性问题,并结合实例说明了模型的可行性和有效性。在泊松分布假设下,谭英嘉等[5]也考虑了类似

的OD矩阵估计模型。文献[3-5]均是通过逐次迭代法求解该问题。但逐次迭代法很难求得问题的全局最优解

(仅能得到问题的稳定点)。
因此,本文分析了文献[3-5]所采用的逐次迭代算法的不足,并引进了一种全局最优化算法即填充函数方法

来求解OD矩阵估计模型。数值试验表明:所提出的填充函数算法有能力找到问题的全局最优解,且与初始值

的选取无关,也有潜力解决较复杂网络的OD矩阵估计。通过数值结果发现,模型的权值选取对数值结果有明

显影响。为此,本文引进了一种确定权值的评价指标RMSE,它能反映估计量与真实值之间的接近程度。利用

该指标可以选取较合适的权值。

1模型的建立

1.1模型的准备

对于一个交通路网,假设有n个节点,m 个路段,v个OD对,其中OD对需求向量q=(q1,q2,…,qv)。任何

一对OD出行量在不同观测期都是不一样的,会随着某一值上下波动。假设调查的时间 K 天,Q(k)=(Q(k)
1 ,

Q(k)
2 ,…,Q(k)

v )表示第k(k=1,2,…,K)天的OD对需求量。对于大多数OD对,出行者有不同的路径选择。Ii 表

示OD对i的有效出行路径集合,I=∪iIi 表示路网的所有有效路径集合,其指标记为|I|。F(k)
r 表示OD对i中

第r(r∈Ii)条路径在第k天的出行量,fr表示第r条路径的平均出行量。Pir表示OD对i中第r条路径的选择

概率,这里假设路径选择概率已知(可以由交通流分配方法求得)。V(k)
i 表示路段i(i=1,2,…,m)在k天的交通
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观测量。A=(ai,j)表示路段-路径相关矩阵,其中ai,j=1,如果路段i在路径j上,否则ai,j=0。
为了建立OD矩阵估计模型,假设:(I)对于k=1,2,…,K,Q(k)

1 ,Q(k)
2 ,…,Q(k)

v 是相互独立的随机变量;(II)
Q(1),Q(2),…,Q(K)对是相互独立的,且和Q 具有相同分布。另外E(Q)=q;(III)对任意OD对Q(k)

i ,F(k)
r (r∈Ii)

服从二项分布F(k)
r (Qi,Pir)。由假设(I)和(III)可以得到

f=E[F]=PTq (1)
为了简便,这里均采用向量或矩阵的形式表示。如F 表示路径向量,P=(Pir)表示路径选择概率矩阵,PT表示P
的转置。路径流量与路段流量之间的关系为          V=AF (2)
由(1)、(2)式可得各路段流量的均值为        E[V]=E[AF]=AE[F]=APTq (3)
其协方差矩阵为             Var[V]=Var[AF]=AVar[F]AT (4)

假设V 为各路段流量调查得到的样本均值,S为样本的协方差矩阵,分别计算如下

V=K-1∑
K

k=1V
(k) (5) S=(K-1)-1∑

K

k=1 V(k)-( )V V(k)-( )V T (6)

由(3)、(5)式可以提供m 个独立方程,但不能唯一确定OD需求q。如果充分利用路段流量之间的二阶统计信

息,则由(4)、(6)式可以提供m(m+1)/2个独立方程。这样综合利用(3)~(6)式就为确定唯一的OD需求q提

供了可能。值得注意的是直接利用(3)~(6)式建立方程组来估计q,很可能方程组无解(因为观测路段流量存在

误差)。文献[3-4]引进了广义最小二乘OD估计模型,目的是要估计的均值和协方差尽量接近观测的均值和协

方差。
1.2广义最小二乘模型

为了求解简单,假设路径流量的方差和均值满足以下关系[3-4]

Var(Fr)=τE(Fr),r∈I (7)
其中τ>0是分散参数,是需要被估计的。广义最小二乘模型如下

min(q,τ)Ζγ=‖APTq-V‖21+γ‖Adiag(τPTq)AT-S‖22 (8)
这里‖·‖1 和‖·‖2 分别表示向量和矩阵的欧几里得范数,diag是对角矩阵符号。任意给定的权参数γ>0
表示均值误差和协方差误差的相对重要性。

2模型的求解

目标函数Zγ 是关于q和τ的函数。如果点(q,τ)满足以下方程组

∂Zγ/∂q=0
∂Zγ/∂τ{ =0

(9)

则称点(q,τ)为问题(8)的稳定点。设置初始参数τ0,Hazelton等[3-4]通过逐次迭代方程组(9),将得到的结果作

为问题(8)的解(简记逐次迭代法为SIM)。由于目标函数(8)是非凸函数,所以通过逐次迭代法来求解非凸问题

(8)很难找到全局极小值点,后面的数值试验也说明了这个事实。对于交通规划研究者来说,找到问题的全局最

优解是非常有意义的。本文引进了一种全局最优化算法即填充函数法来求解非凸问题(8)(简记填充函数法为

FM)。填充函数方法是寻求优化问题全局最优解的一类重要的确定性方法,它的基本思想是首先求得目标函数

的任一局部最优解,然后构造辅助函数,即填充函数,帮助目标函数从当前的局部最优解搜索到下一个更优的局

部最优解。根据文献[6],构造如下的填充函数

Fw,r,c,x*q,τ xq,( )τ =wexp -‖xq,τ-x*
q,τ‖2æ

è
ç

ö

ø
÷

w gr,c(Zγ(xq,τ)-Zγ(x*
q,τ))+hr,c(Zγ(xq,τ)-Zγ(x*

q,τ
æ

è
ç

ö

ø
÷)) (10)

其中gr,c(t)=

c,t≥0

-2cr3t
3-3cr2t

2+c,-r<t≤0

0,t≤-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï r

,hr,c(t)=

t+r,t≤-r
r-2
r3t3+r-3r2t2+1,-r<t≤0

1,0<t≤0

-4c-2r3 t3+
(6c-3)(r+2)

r3 t2-
(6c-3)(2r+2)

r3 t+

  4c-2+
(6c-3)r

r3 +1,1≤t≤1+r

2c,t>1+

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï r

。这里

x*
q,τ是通过局部搜索得到的当前局部极小值点,w,r,c是填充函数的参数[6]。
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具体填充函数算法如下:步1,设置k:=1,δ:=1/2,S={e1,e2,…,e2n},n=v+1,ei,i=1,2,…,2n为坐标

轴的正反方向。设置参数w,r,c,这里取w=103,r=10-3,c=10;步2,取xq,τ=x*
q,τ+δek;步3,如果Zγ(xq,τ)<

Zγ(x*
q,τ),则算法终止;如果Zγ(xq,τ)≥Zγ(x*

q,τ)+1,取δ:=δ/2,转步2;如果Zγ(x*
q,τ)<Zγ(xq,τ)<Zγ(x*

q,τ)+1,

转步4;步4,以xq,τ为初始点,用局部极小化方法极小化填充函数(10),得极小值点xw,r,c,x*q,τ
,取x*

q,τ=xw,r,c,x*q,τ
,

k=k+1。如果k>2n,转步5,否则,转步2;步5,终止,输出x*
q,τ作为问题(8)的解。

注 步3中要求满足Zλ(xq,τ)<Zλ(x*
q,τ)+1是为了限制作为填充函数初始点xq,τ不会远离当前局部极小值

点。步4所提到的局部极小化方法可以直接使用 Matlab优化工具箱中的“fmincon”命令。

3实例分析

表1 算法SIM和FM的结果对比(取不同权值)

Tab.1 ResultsforalgorithmsSIMandFMwithdifferentweightsγ

γ (q1,q2,q3,τ)SIM ZSIMγ (q1,q2,q3,τ)FM ZFM
γ

10-2 (77.25,24.39,70.85,2.68) 6.2739 (77.25,24.39,70.85,2.68) 6.2739

10-1

1

(79.54,24.35,68.34,2.69)

(82.36,24.30,64.95,2.69)
39.0170

81.4653

(79.54,24.35,68.34,2.69)

(82.33,24.29,64.93,2.69)
39.0169

81.4617
101 (83.06,24.31,64.19,2.69) 91.4169 (82.95,24.28,64.10,2.70) 91.3788
102 (83.39,24.39,64.29,2.68) 92.8874 (83.02,24.28,64.01,2.70) 92.5043
103 (84.18,24.62,64.89,2.66) 96.3832 (83.03,24.28,64.00,2.70) 92.6184
104 (86.59,25.32,66.75,2.59) 128.2235 (83.03,24.28,64.00,2.70) 92.6299

图1 简单路网

Fig.1 Asimpleroadnetworkforexample1

  例1 为了算法对比,这里选取文献[3]中的简单路网,如图1。该

路网有2个路段,3个 OD对,分别是:1~(1,2),2~(1,3),3~
(2,3),每个OD对只有一条路径。

通过数据仿真,假设路径流f(1),f(2),…,f(K)(K=25)服从分散

泊松分布[3-4],其均值为q=f=(80,20,80)T,分散参数τ=2,这样得到

观测路段1,2的均值和协方差矩阵数据为[3]V=(101.20,95.72)T,S=
289.90 65.60
65.60 238.

æ

è
ç

ö

ø
÷

50
。根据模型(8),对应

路段1,2的均值和协方差矩阵为E[V]=(q1+q2,q2+q3)T,Var[V]=τ
q1+q2 q2

q2 q2+q

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

3

。为了算法对比,初始

值取q0=(60,15,60),τ0=1,误差设为10-3。计算结果见表1,其中(q1,q2,q3,τ)SIM表示用逐次迭代法得到的

解,(q1,q2,q3,τ)FM表示用本文提出的填充函数法得到的解,ZSIM
γ ,ZFM

γ 为对应的目标函数值。
从表1知道,不同权值对计算结果有影响。SIM 算法结果依赖权值,随着权值的增大其目标函数值也明显

增大,其解也不稳定。当权

值γ大于10-1时,从目标函

数值来看,FM 的结果均优

于SIM结果,说明SIM算法

能找到问题的全局最优解,
而FM算法仅能找到问题的

稳定点。从实际计算来看,

FM 算法与初始值有关,而

SIM算法与初始值无关。当

权值γ大于102时,FM 算法

得到目标函数值和解均很稳

定,此时误差主要来自于路段观测均值,而SIM算法结果变化很大,其原因是没能找到问题的全局极小解。正如

文献[5]指出,如果网络较复杂,用SIM算法求方程组(9)比较困难,且计算量大。而本文提出的填充函数算法可

以有效解决这个问题。
从前面分析知道权值γ对模型的结果有明显影响,那么选取怎样的权值比较合适? Hazelton等并没有指明如

何确定权值,他们在文献[3]中指出权值取γ=10-2较合适,但在文献[4]中却使用γ=10-1,而文献[5]使用γ=102。

这里引进一个确定权值的评价指标[7]RMSE(Rootmeansquarederror):RMSE= 1
v∑

v

i=1
qi-q+( )i

2 ,其中qi是由

模型(8)估计得到的量,q+
i 是OD需求真实值,这里取q+=(80,20,80)T。RMSE反映了估计量与真实值的接近程

度,其值越小越好。注意这里取的qi是由算法FM得到的结果。从表2可看出,取γ=10-2较合适,表明应该对观测

路段均值信息给予充分信任。即抽样均值的波动变化应该小于其协方差的变化。
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表2 不同权值γ对应的RMSE

Tab.2 ValuesofRMSEwithdifferentweightsγ

γ 10-2 10-1 1 10 102 103 104

RMSE 10.12 11.98 15.24 16.10 16.19 16.20 16.20

  例2 为了进一步验证算法FM 的有效性,这
里选取文献[8]的一个交通路网,见图2。路网信

息见表3。

    图2 例2的路网

    Fig.2 Roadnetworkforexample2

表3 例2的路网信息

Tab.3 Roadnetworkinformationforexample2

OD对 路径 路径上的路段 真实OD值

1(1→3) 1 1 500
2 3,4,6

2(1→4) 3 3,4,7 100
3(2→3) 4 5,4,6 80
4(2→4) 5 2 400

6 5,4,7

表4 算法FM的结果 (取不同权值)

Tab.4 ResultsofalgorithmFMwithdifferentweightsγ

γ (q1,q2,q3,q4,τ)FM RMSE
10-2 (477.03,99.69,82.85,401.91,1.72) 11.61
10-1 (484.10,93.26,89.36,399.46,1.73) 12.82
1 (492.11,83.14,98.72,393.55,1.74) 13.58
101 (493.58,80.45,101.04,391.61,1.74) 15.29
102 (493.74,80.14,101.31,391.38,1.74) 15.50
103 (493.75,80.11,101.34,391.35,1.74) 15.50
104 (493.76,80.11,101.34,391.36,1.74) 15.50

假设网络中每个路段的自由出行时间设置为

t01=9.0;t02=12.0;t03=2.0;t04=6.0;t05=3.0;t06=3.0;t07=4.0。在这个例子中,路径选择采用Logit模型[8],
参数θ=1.0。假定路段3,5,6,7为观测路段。

通过数据仿真,假设路径流f(1),f(2),…,f(K)(K=50)服从分散泊松分布,部分路径均值为(f2,f3,f4,f6)=
(6010080108)T,分散参数τ=2,这样得到观测路段3,5,6,7的均值和协方差矩阵数据如下

V=(V3 V5 V6 V7)=(157.88 190.28 138.76 209.40)

S=

256.13 -5.48 107.08 143.56
-5.48 374.45 180.70 188.26
107.08 180.70 261.59 26.19
143.56 188.26 26.19 305.

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú63

初始值取q0=(400120100300),τ0=1,误差设为10-3。
计算结果见表4。从表4知道:SIM算法有能力找到问题

的全局最优解。根据评价指标RSME,选取较小的权值

比较合适,且能使目标函数值较小,这与例1的权值的选

取是一致的。

4结语

本文引进了一种求解OD矩阵估计模型的全局最优化算法,即填充函数方法。通过数值结果对比,分析了

文献[3-5]提出的逐次迭代算法存在的不足:SIM 法很难找到问题全局最优解,且依赖权值和初始值;对较复杂

网络难处理。数值结果表明,本文提出的FM算法有能力找到问题的全局最优解,其解不依赖初始值,也有潜力

解决较复杂网络的OD矩阵估计。由于该最小二乘模型依赖于权值的选取,本文提出了一种合理选取权值的办

法,即引进一种刻画随机变量特性的评价指标RMSE。
本文介绍的广义最小二乘OD矩阵估计模型,虽借助于路段流量的二阶统计信息能有效克服OD矩阵估计

的不确定性问题。但也存在不足:如权值的最优选取值得进一步考虑;该模型没考虑网络的拥挤性,即路径选择

概率固定且已知等。
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OperationsResearchandCybernetics

ODMatrixEstimationBasedonFilledFunctionMethod

LIJue-you
(CollegeofMathematics,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Origin-destination(OD)trafficdemandmatrixisoneofthenecessaryandbasicdatafortransportationmodelingandplan-
ningpurposes.ThispaperpointsoutsomeexistingshortcomingsofsuccessiveiterativemethodforestimatingODtripmatrixfrom

theliterature[3-5].Toovercometheseshortcomings,thefilledfunctionmethodisfirstlyintroduced.Thennumericalexperiments

showthattheproposedfilledfunctionmethoshasthepotentialtofindtheglobalsolutionforthegeneralizedleastsquaremodelof

ODmatrixestimationunderconsiderationanddonotdependonthechoicetheinitialpoint.Furthermore,wefindthatthechoiceof

theweightparameteroftheODmatrixestimatemodelhaseffectonthenumericalresults.Finally,anevaluationindexasthestatis-
ticalmeasureofestimatorscalledtherootmeansquarederrorisalsopresentedtoshowhowtochoosetheweightingparameterap-

propriately.

Keywords:ODtripmatrixestimation;covariancematrix;filledfunctionmethod;globaloptimizationsolution
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