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Milloux不等式在代数体函数中的推广*

张 进

(德宏师范高等专科学校 数学系,云南 潞西678400)

摘要:Milloux不等式是亚纯函数结合所论函数的导数的一个重要不等式,本文主要讨论了 Milloux不等式在代数体函数

中的推广问题。首先建立了关于v值代数体函数ω(z)的一个性质引理:∑
p

k=1
m r, 1

ω-a( )k
≤m r,∑

p

k=1

1
ω-a( )k

+O(1),

其中ak(k=1,2,…,p)是p个互异的有穷复数,在此基础之上结合了代数体函数的对数导数引理,以及代数体函数第二

基本定理,得到了涉及ω(z)与ai(i=1,2,…,p)及其k阶导数ω(k)(z)(∀k∈N)与bj(j=1,2,…,q)的密值量的不等式,即

Milloux不等式在代数体函数中对应的一般形式的不等式,最后还给出了推广的 Milloux不等式的涉及代数体函数的

Borel例外值的推论。
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在结合导数的值分布中,H.Milloux[1]曾在亚纯函数的第二基本定理基础上结合所论函数的导数得到了如

下定理。
定理A 设f(z)在|z|<R 内亚纯,若f(0)≠0,¥,f(k)(0)≠1,f(k+1)(0)≠0,则对于0<r<R 有
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其中S(r,f)=O{log(rT(r,f))},于无穷级时可能须除去一测度有穷的r值集。
由上述 Milloux不等式还可得到以下内容。
系[2] 设f(z)为有穷正级整函数,则下列2种情况不能同时成立:1)f(z)有一个有穷的Borel例外值;2)

f(k)(z)有一个有穷非零的Borel例外值。
假定ω(z)是v值代数体函数,它由不可约方程

ψ(z,ω)=Av(z)ωv+Av-1(z)ωv-1+…+A0(z)=0 (1)
所确定。这里Aj(z)(j=0,1,…,v)都是整函数且不在一点同时为零。

对于 Milloux不等式在亚纯函数中的推广问题,许多文献如文献[3-5]等对此都有过推广与改进,Milloux不

等式是针对亚纯函数的,对于代数体函数是否有对应的不等式,本文对此进行了讨论,其主要结果将 Milloux不

等式的一般形式推广到了代数体函数,改进了熊庆来[6]建立的不等式(熊庆来不等式是结合的所论代数体函数

的一阶导数)。本文所使用的符号是值分布中的标准记号。

1相关引理

引理1 设ω(z)是由不可约方程(1)所确定v值代数体函数,ak(k=1,2,…,p)是p个互异的有穷复数,则
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证明 设F(z)=∑
p

k=1

1
ω(z)-ak

,则 1
ω(z)-ak

(k=1,2,…,p)及F(z)仍是v值代数体函数[7],设ωj(z)(j=
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1,2,…,v)是ω(z)的v个分支,由对应法则 1
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及F(z)的v个分支分别为 1
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(j=1,2,…,v),
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(j=1,2,…,v)。对每一个r,设z=reiθ(0≤θ<2π),置δ= min
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,分2种情况讨论。
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则(2)式仍成立。

因此对∀z=reiθ(0≤θ<2π)(除去ω(z)的分支点外)都有(2)式成立,故
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2主要结果及证明

定理1 设ω(z)是由不可约方程(1)所确定v值代数体函数,ai(i=1,2,…,p)是p 个判别的有穷复数,

bj(j=1,2,…,q)是q个非零的判别有穷复数,则有
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其中S(r,ω)=O{log(rT(r,ω))},于无穷级时可能须除去一测度有穷的r值集。
证明 结合引理1可得
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由上式可得
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再应用文献[8]中(2.6.5)式于ω(k)(z)和0及 b{ }j
q
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综合(3)、(4)式可得
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若ω(z)在z0 有λ个分支取有穷值a,其重级为τ,则ω(z)-a=(z-z0)
τ
λω0(z),当λ=1时,ω(k)(z0)≠¥,
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ω(k)(z)的kλ-τ重极点,当τ<(k+1)λ时,z0 是ω(k+1)(z)的(k+1)λ-τ重极点;若z0 是ω(z)的极点,则z0 是

ω(k)(z)的τ+kλ重极点,z0 是ω(k+1)(z)的τ+(k+1)λ重极点,则当λ=1时,ω(k)(z)及ω(k+1)(z)的极点仅来自

ω(z)的极点,有
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其中S(r,ω)=O{log(rT(r,ω))},于无穷级时可能须除去一测度有穷的r值集。 证毕

推论 设ω(z)是由不可约方程(1)所确定ν值有穷正级整代数体函数,则下列2种情况不能同时成立:1)

ω(z)有p个判别有穷的Borle例外值ai(i=1,2,…,p);2)ω(k)(z)有q个判别非零有穷的Borle例外值bj(j=1,

2,…,q),这里pq>4(v-1)。
证明 结合文献[8]中引理2.4、引理2.5及定理2.21的注1可得
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TheExtensionofMillouxInequalityinAlgebroidalFunction

ZHANGJin
(DepartmentofMathematicsofDeHongTeacherTrainingCollege,LuxiYunnan678400,China)

Abstract:Millouxinequationisaimportantinequationaboutmeromorphicfunctionandit'sderivedfunction,wediscusstheproblem
aboutgeneralizationofMillouxinequalityinalgebroidalfunction,inthispaper,wefirstlyestablishapropertylemmaaboutv-value

algebroidalfunctionω(z),it’s∑
p

k=1
m(r, 1

ω-ak
)≤m(r,∑

p

k=1

1
ω-ak

)+O(1),inwhichak(k=1,2,…,p)arepdistinctfinitecom-

plexnumbers,onthisbasis,wegetinequalityinvolvingdensityindexaboutω(z)withai(i=1,2,…,p)andit’sk-orderderivate
ω(k)(z)(∀k∈N)withbj(j=1,2,…,q)combiningwithlogarithmicderivativelemmaandthesecondfundamentaltheoremofalge-
broidalfunction,thatisgeneralforminequalityofalgebroidalfunctioncorrespondingtoMillouxinequality,atlastwegiveinference
ofextensionofMillouxinequalityinalgebroidalfunctioninvolvingofBorelexceptionalvaluesalgebroidalfunction.
Keywords:Millouxinequality;algebroidalfiunction;Borelexceptionalvalues
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