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输入率和服务率可变且窗口能力不等的M/M/n排队模型研究*
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摘要:本文建立了窗口能力不等且输入率和服务率可变的 M/M/n排队模型。设顾客到达队列的时间间隔服从参数为λ
的指数分布,各服务窗对顾客的服务时间分别服从参数为μi(k)的指数分布且与顾客到达时间间隔相互独立。本文还假

定随着系统队长k的增加,顾客加入队列的概率减小;各服务窗服务率μi(k)随队长k呈快慢两档变化。重点讨论了该模

型n=2的情况,运用系统的状态流图列出K氏方程,结合正则性条件,得到了系统队长的平稳分布。
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排队论主要用于军事、生产、运输以及社会服务等领域,在实际生活中,常常遇到顾客办理业务时需要在窗

口排队的情况[1-2]。随着队列长度不断增加,新来的顾客选择加入队列等待的概率就越小,有部分顾客就有可能

选择不排队等待而直接离开系统,并且由于服务人员熟练程度、业务能力、服务设备好坏等因素的影响,各服务

窗的服务能力常常存在差别,有时同一服务窗的服务率也会根据实际情况(如等待队列的长短)而发生变化,文
献[3-6]分别讨论了一些输入率或服务率可变的排队模型。一般情况下,系统中的顾客数越多,服务台就会相应

的提高其服务率。文献[7]讨论了服务率可变且窗口能力不等的 M/M/2排队模型,研究了随着队长增加,系统

服务率呈线性增加的情况。本文讨论了系统输入率和服务率均可变的情况,研究了窗口能力不等且具有可变输

入率和服务率的M/M/n排队模型,更符合实际。本文考虑系统存在两个服务窗,即n=2的情形。

1模型假设

1)系统有n=2个服务窗,容量不限,顾客的到达时间间隔服从参数为λ的指数分布;

2)顾客到达后加入队列的概率为αk(0<αk≤1),其中k为队长,新来的顾客以概率αk=1k
加入队列,约定当

k<2时αk=1,可见当k→¥时,αk→0。
3)2个服务窗对顾客的服务时间分别服从参数为μ1(k)和μ2(k)的指数分布,且与顾客的到达时间间隔相互

独立;当顾客到达系统时,若两窗口均空闲,顾客可任选一个窗口接受服务,假设顾客选择1号窗口的概率为

φ(0<φ<1),那么他选择2号窗口的概率为1-φ,且此时系统只有一个等待队列。记01状态表示系统中只有一

个顾客且在2号窗口接受服务,10状态表示系统中只有一个顾客且在1号窗口接受服务。若两窗口均忙,则系

统的服务率μ(k)=μ1(k)+μ2(k)。这里对μ1(k)和μ2(k)分别呈快慢两档变化的情况做讨论,假设μ1(k)=
μ10,0<k≤m
2μ10,k>{ m

,μ2(k)=
μ20,0<k≤m
2μ20,k>{ m

,其中μ10、μ20>0且为常数,m>2为正整数。

图1 状态转移图

2数学模型

设X(t)为时刻t系统中的顾客数,则{X(t),t≥0}是以I=

{0,1,2,3,…}为状态空间的生灭过程,其中生率λk=αkλ=λ
k
,

k=0,1,2,…,灭率μ(k)=
I1μ10+I2μ20,k=1
μ1(k)+μ2(k),k>{ 2

。这里I1=1(1

号窗忙,否则为0),I2=1(2号窗忙,否则为0),记μ=μ10+μ20,则系统的状态转移流图为图1。

* 收稿日期:2013-10-10  修回日期:2013-11-13  网络出版时间:2014-5-8 14:38
资助项目:国家社会科学基金(No.13BTJ008)

作者简介:冀云,男,讲师,研究方向为随机系统分析,E-mail:jy20023801@163.com;通讯作者:高世泽,E-mail:lgaoshize@cqnu.edu.cn
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20140508.1438.014.html



3平稳分布

定理 记Pk(t)=P X(t)={ }k ,Pk=lim
t→¥

Pk(t),则 ( )Xt ,t≥{ }0 存在平稳分布
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其中ρ=
λ
μ
,β=

λ2+λ(1-φ)μ10+λφμ20
(2ρ+1)μ10μ20

。

证明 由状态转移图可列出在平衡状态下的K氏代数方程

对0状态     λP0=μ10P10+μ20P01 (1)
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… …将(2)式乘以μ20,减去(3)式乘以μ10,得
(1-φ)λμ20P0-φλP0μ10=(μ20+λ)μ20P01-(μ10+λ)μ10P10 (6)

将(1)式乘以λ+μ10,得
(λ+μ10)λP0=(λ+μ10)μ10P10+(λ+μ10)μ20P01 (7)

将(6)、(7)两式相加,且有μ=μ10+μ20,得(λ+μ-μφ)λP0=(2λ+μ)μ20P01,由此解得

P01=
(λ+μ-μφ)λ
(2λ+μ)μ20

P0=
(ρ+1-φ)λ
(2ρ+1)μ20

P0,ρ=
λ
μ

将(6)式两边乘以(-1),得
-(1-φ)λμ20P0+φλP0μ10=-(μ20+λ)μ20P01+(μ10+λ)μ10P10 (8)

由(1)×(λ+μ20),得
(λ+μ20)λP0=(λ+μ20)μ10P10+(λ+μ20)μ20P01 (9)

(8)式加上(9)式,得(λ+μφ)λP0=(2λ+μ)μ10P10,解得P10=
(λ+μφ)λ
(2λ+μ)μ10

P0=
(ρ+φ)λ
(2ρ+1)μ10

P0,有
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P0

记λ2+λ(1-φ)μ10+λφμ20
(2ρ+1)μ10μ20

=β,则         P1=P01+P10=βP0 (10)

将(2)、(3)式相加,再利用(1)和(10)式,得      μP2=λ(P10+P01)=λP1 (11)

得到P2=λ
μ
P1=ρP1=ρβP0。

将(11)式代入(4)式,得μP3=
λ
2P2

,即P3=12ρP2=
1
2ρ

2βP0。以此类推,得μPm= λ
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· 1
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综 上 可 得 系 统 平 稳 分 布 Pk =
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根据求得的平稳分布,便可获得系统平均队长、平均等待队长、平均逗留时间及平均等待时间等排队指标。 证毕

4结论

综上,本文建立了窗口能力不等且输入率可变、服务率为快慢2档变化增长情形的 M/M/n排队模型,并就

n=2的情形求出了该模型的平稳分布。为了更贴近实际生活,还可以考虑αk 变化更为复杂的情况。对于n>2
即超过两个服务窗的情形,由于表达式过于复杂繁琐,这里不再进行推导。
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M/M/nQueuingModelwithVariableInputandServiceRateandDifferentAbilityoftheWindows
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Abstract:Combiningtheactualsituation,QueuingModelisestablishedwiththesituationthattheserviceabilitiesbetweenthewin-
dowsaredifferentandtheinputandserviceratearechangeable,supposethattheintervalofcustomersarrivaltimeobeystheexpo-
nentialdistributionwithparameterλ,theservicetimeofvariouswindowsobeystheexponentialdistributionwithparameterμi(k)

andismutuallyindependentwiththeintervalofcustomers’arrivaltime.Giventhatwiththeincreaseofqueuelength,theprobabil-
ityofcustomerjointhesystemmightdecrease;theservicerateμi(k)showschangesintwo-gradewiththesystemsize.Astothis
model,inthecaseofn=2,getK’sequationsbythestatetransitiongraphaccordingtotheregularity,finallyfindthesteadydistri-
butionofthesystemsize.
Keywords:queuingsystem;variableinputrate;variableservicerate;differentserviceabilityofthewindows
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