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蕴含幂零性与谱任意符号模式矩阵*
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摘要:蕴含幂零性与谱任意符号模式矩阵是近几年组合数学中比较热门的一个研究方向。本文主要运用幂零-中心化子

方法来证明谱任意。首先揭示了蕴含幂零及幂零指数与谱任意之间的关系,即:蕴含幂零的符号模式矩阵是谱任意的必

要非充分条件且幂零指数为n的符号模式矩阵既非谱任意的必要条件也非充分条件。然后通过几类低阶的幂零矩阵构

造了几类高阶的蕴含幂零符号模式矩阵和谱任意符号模式矩阵。最后给出了谱任意符号模式矩阵的直和仍为谱任意符

号模式矩阵的一个新的条件。本文对构造幂零矩阵与谱任意符号模式矩阵有一定的应用价值。
关键词:符号模式矩阵;谱任意;蕴含幂零;幂零指数;幂零-中心化子方法

中图分类号:O157 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2014)03-0062-04

1引言及预备知识

符号模式矩阵是组合数学中一个重要的基础问题。它在计算机科学、经济学、物理、化学、社会学等学科中

均有重要的应用。而谱任意符号模式矩阵是近几年比较热门的一个研究方向。
文献[1]介绍了符号模式矩阵这一研究领域目前所有的定义及定理。文献[2]给出了证明谱任意的幂零-雅

克比方法。文献[3]提出了证明谱任意的一种新方法:幂零-中心化子方法。文献[4]给出了谱任意的符号模式矩

阵与蕴含幂零之间的关系,即谱任意的符号模式矩阵一定蕴含幂零符号模式矩阵而蕴含幂零的符号模式矩阵不

一定是谱任意的。文献[5]提出问题:n阶的谱任意符号模式矩阵一定蕴含指数为n 的幂零矩阵吗? 最近,文献

[6-8]对谱任意符号模式矩阵做了进一步研究。
首先,给出一些相关的定义。
定义1[1] 符号模式矩阵是指元素取自集合 +,-,{ }0 的矩阵。对于给定的实矩阵A=aij,由aij的符号所

确定的矩阵称为A 的符号模式矩阵,记为sgn(A)。符号模式矩阵sgn(A)的定性矩阵类为Q(A)={B=(bij)
sgn(bij)=sgn(A),i,j=1,2,…,n}。

定义2[1] 完全符号模式矩阵是指所有元素均不含零元。
定义3[1] 对符号模式矩阵A,若存在一个矩阵B∈Q(A)和正整数k,使得Bk=0,Bk-1≠0则称A蕴含幂零,

B为幂零矩阵,k为幂零矩阵B 的指数。
定义4[1] 若对任意的首一n次实系数多项式f(λ),都存在实矩阵B∈Q(A)使得B的特征多项式为f(λ),

则称符号模式矩阵A为谱任意的。
定义5[1] 对n阶的实矩阵A,记C(A)={B AB=BA,B表示所有n×n的实矩阵},称C(A)为实矩阵A 的

中心化子,且B为A 的中心化子矩阵。

定义6[1] 矩阵A可约是指存在置换矩阵P,使得PTAP=
B C
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

D
,否则称矩阵A为不可约的。

引理1[2] (幂零-雅克比方法)设A为n 阶的符号模式矩阵,若存在某个幂零矩阵B∈Q(A),且B 至少有n
个非零元,记为bi1j1

,…,binjn
,用变量x1,x2,…,xn 替换B 中这n 个非零元所得到的矩阵为X。若X 的特征多项

式的系数关于变量x1,x2,…,xn 的雅克比行列式在幂零点(x1,x2,…,xn)=(bi1j1
,bi2j2

,…,binjn
)处不等于零,则

A及其他的任意母模式都是谱任意的。
引理2[3] (幂零-中心化子方法)设R为n×n的符号模式矩阵,A 为R 中的指数为n 的幂零矩阵。若在C

(A)中仅有一个矩阵B满足B췍AT=0,且B只能是零矩阵,则R和它的任意母模式矩阵均为谱任意的。
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2主要结果及证明

2.1谱任意符号模式矩阵与幂零指数之间的关系
定理1[3] 幂零指数为n是用幂零-中心化子方法证明谱任意的充分条件。
定理2[5] 幂零指数为n是用幂零-雅克比方法证明谱任意的必要条件。
定理3 幂零指数为n不是谱任意的充分必要条件,二者之间没有必然的联系。
证明 假设幂零指数为n是谱任意的充分必要条件。但是
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是其蕴含幂零的矩阵,但幂零指数为2。
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为幂零矩阵,幂零指数为4,但
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不是谱任意。

由此,得出矛盾。即该定理成立。 证毕

2.2通过蕴含幂零的符号模式矩阵构造谱任意

定理4 蕴含幂零的完全符号模式矩阵是谱任意的。
证明 令A为n×n的完全符号模式矩阵。N∈Q(A)为幂零矩阵。接下来证明N 的幂零指数为n。
令N=PJP-1为N 的若当分解,J为若当块的直和。若J的上对角线上的元全为1,那么N 的幂零指数为

n。否则,将J的上对角线上的零元用ε 代替,其他位置上的元不变,得到n 阶矩阵Jε。那么,Nε=PJεP-1
(ε≠0)为n阶的幂零指数为n 的幂零矩阵,且当ε任意小时,Nε∈Q(A),所以N 的幂零指数为n。

再令B=C(N),由B췍NT=0可知B=0。所以由幂零-中心化子方法可知,A为谱任意的。 证毕
定理5 如果一个对角线上至少含有两个非零元且其他位置全不为零的符号模式矩阵蕴含幂零且幂零指数

为n,则其为谱任意的。
证明 不妨假设对角线上只有两个非零元。令A为对角线上只有两个非零元且除对角线外,其他位置均为

非零元的符号模式矩阵。N∈Q(A)为幂零指数为n的幂零矩阵。

不失一般性,设N=
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(aij≠0,i,j=1,2,…,n)

令B=C(N),由B췍AT=0有B=
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。所以BA 的第一行均为0,而AB 的第一行为

0,0,a13b33,a14b44,…,a1nb( )nn 。由AB=BA且a13,…,a1n≠0知,b33=b44=…=bnn=0。所以B=0。由幂零-中
心化子方法知,A为谱任意的。 证毕

定理6 设R为n×n的符号模式矩阵,A为R 中秩为n-1的蕴含幂零矩阵。若在C(A)中仅有一个矩阵B
满足B췍AT=0,且B只能是零矩阵,则R和它的任意母模式矩阵均为谱任意的。

证明 设矩阵A的幂零指数为k。由符号模式矩阵的幂零指数和最小秩之间的关系 mr(A)≤k-1k n(见文

献[9])得出:当矩阵A的秩为n-1时,k≥n。所以矩阵A的幂零指数为n。再由引理1知结论成立。 证毕

定理7 若A为可利用幂零-中心化子方法来证明其为谱任意的符号模式矩阵。则
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任意的符号模式矩阵。
证明 由题可知,A 蕴含幂零指数为n 的矩阵B,且若C(B)췍BT=0,则C(B)=0。那么符号模式矩阵
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,且其幂零指数为n。若 ( )C D 췍DT=0,则C(D)=0。那

么由幂零-中心化子方法知:
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为谱任意。 证毕

由上述定理,可以通过低阶的已熟知的谱任意符号模式矩阵来构造更多的高阶的复杂的谱任意符号模式矩

阵。例如

例1 
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为谱任意的符号模式矩阵。

例2 
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为谱任意的符号模式矩阵。

文献[2]提出如果可约矩阵的每个不可约块都是谱任意的,那么这个可约矩阵也是谱任意的,反之亦成立。
文献[10]给出反例,指出:两个谱任意的符号模式矩阵的直和不一定是谱任意的。并且给出了谱任意的符号模

式矩阵通过直和运算仍为谱任意符号模式矩阵的一种条件。本文给出了谱任意的符号模式矩阵的直和仍为谱

任意符号模式矩阵的另一种条件。

定理8 若A,B 为可利用幂零-中心化子方法来证明其为谱任意的符号模式矩阵,则 A 0
0
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号模式矩阵。
证明 由题意可知,A蕴含幂零指数为n 的矩阵C,且若C(C)췍CT=0,则C(C)=0。B蕴含幂零指数为n 的

矩阵D,且若C(D)췍DT=0,则C(D)=0。那么符号模式矩阵
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n。若C(E)췍ET=0,则C(E)=0。那么由幂零-中心化子方法知:A 0
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由上述定理,可以构造如下的谱任意符号模式矩阵。

例3 
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为谱任意的符号模式矩阵。
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例4 
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为谱任意的符号模式矩阵。

推论 若 A1,A2,…,An 为 可 利 用 幂 零-中 心 化 子 方 法 来 证 明 其 为 谱 任 意 的 符 号 模 式 矩 阵,则

A1 0 … 0
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为谱任意的符号模式矩阵。
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PotentialNilpotentandSpectrallyArbitraryPatterns

NIUYan-ru,LEIYing-jie
(SchoolofScience,NorthUniversityofChina,Taiyuan030051,China)

Abstract:Potentialnilpotentandthespectrallyarbitrarysignpatternmatricesareapopularresearchopinionrecently.Thenilpotent-
centralizermethodwasourmaintooltoprovespectrallyarbitrarythroughoutourpaper.Firstly,Itrevealedthatthepotentialnilpo-
tentsignpatternmatricesarenecessarybutnotsufficientconditionforspectrallyarbitrarypatterns.Meanwhile,thesignpattern
matriceswhosenilpotentindexisnhavenonecessaryandsufficientconditionswiththespectrallyarbitrarypatterns.Then,wecon-
structedsomeclassesofupperorderpotentialnilpotentsignpatternmatricesandspectrallyarbitrarysignpatternmatricesvialower
orderspectrallyarbitrarypattens.Finally,anewconditionforthedirectsumofsomespectrallyarbitrarysignpatternmatricesto
bestillspectrallyarbitrarywasalsopresented.Thepaperhasimportantapplicationsinconstructingpotentialnilpotentsignpattern
matricesandspectrallyarbitrarysignpatternmatrices.
Keywords:signpattern;spectrallyarbitrary;potentialnilpotent;nilpotentindex;nilpotent-centralizermethod.
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