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不允许卖空限制下跳扩散模型的动态均值-方差资产负债问题*

周 新 梅

(贵州大学 人民武装学院,贵阳550025)

摘要:研究了在不允许卖空情况下跳扩散模型的动态均值-方差资产负债问题。本文利用两个黎卡提方程构造出 HJB方

程的一个连续解V(t,x),然后验证 这个解是方程的粘性解,并利用粘性解和识别定理得到了最优投资策略和有效边界。
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近年来有很多人研究最优投资组合选择问题[1-15],但是一般把股份描述为一个连续的时间过程,即扩散过

程,由于受到外界的影响股份在一个有限时间内很可能有突发性跳跃,实证结果也证实了这一点,因此用跳扩散

过程描述股票价格的趋势更符合实际情况。对股份跳跃过程的投资问题近年来也有许多研究,Merton[1],

Jones[2],Jarrow与Rudd[5]研究了跳跃扩散过程的期权定价问题。Guo[3]研究了跳跃扩散过程的关于投资组合

选择的均值-方差模式。由于跳跃的因素的存在,关于连续时间的扩散过程的一般最优控制的识别定理不一定成

立。Guo[3]证明跳扩散过程的一般最优控制的识别定理,并用动态规划原理通过求解 HJB议程得到原问题的最

优策略,本文研究了关于在负债问题的均值-方差模式,假设股票价格服从跳扩散过程,但是由于模式中含有交易

限制,因此不能直接应用移卡提方程方法求解。本文用 HJB方程来代替黎卡提方程,而且由于控制限制的存在

使得HJB方程没有平滑解,然后证明了这个连续解是方程的粘性解,并利用粘性解和识别定理得到了最优投资

策略和有效边界。

1市场模型

考虑到一个金融市场,不确定性来自两个驱动因素:一个是概率空间(Ω,F,P,F )上的一维布朗运动Wt,
另一个是概率空间上密度为λt 的一维的Poisson过程Nt。市场中有两个资产,一个是无风险资产,价格过程S0t
满足

dS0t=rtS0
tdt,t∈[0,T]

S00{ =1
(1)

其中rt∈C([0,T];R+)是无风险利率。剩余的是风险资产且它的价格过程满足随机微分方程

dSt=Stμtdt+StσtdWt+StφtdNt,t∈[0,T]

S0=a∈{ R
(2)

假设μt,σt 和φt在[0,T ]上是可测且一致有界的,投资者的初始财富为x0,同时初始负债为l0,在t时刻的

负债记作lt,满足

dLt=utdt+vtdBt,L0=l (3)
其中{Bt:t∈ [0,T ]}是在概率空间(Ω,F,P,F)上的一维Brownian运动。通常负债不是独立于风险资产价

格的,因此Bt 与Wt 是相关的,相关系统为ρt,并满足

Bt=ρtWt+ 1-ρ2tW0
t (4)

其中W0
t 独立于Wt。因此

dLt=utdt+vtρtdWt+vt 1-ρ2tdW0
t,L0=l (5)
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考虑一个投资者在t时刻的总财富为Xt,πt 表示t时刻投资在风险资产上的资金数,由于不允许卖空,所以

π(t)≥0。投资者在t时刻的财富Xt 满足

dXt=(rtXt+btπt-ut)dt+(πtσt+δt)dWt+δ0tdW0
t+πtφtdNt,X0=x (6)

其中bt=(μt-rtl),δt=-vtρt,δ0t=-vt 1-ρ2t。因此不允许卖空限制下的均值方差资产负债问题为

P min
π≥0
(-EXT,VarXT) (7)

问题(7)是双目标优化问题,由最优控制理论等价于如下最优控制问题

P(λ) min
π≥0
(-EXT,VarXT) (8)

其中λ>0。

2最优策略

因为目标函数在动态规划意义下是不可分的,所以直接解问题(8)比较困难。由Li和Zhou[4]利用嵌套法可

以将问题(8)嵌入到一个二次随机优化问题

A(λ,ω) min
π≥0

E(λX2
T-ωXT) (9)

其中λ>0,ω∈R。
问题(9)可以利用动态规划方法求解,其对应的HJB方程为

∂v
∂t
(t,x)+inf

π≥0
{∂v
∂x
(t,x)[rtxt+btπ-ut+12

∂2v
∂x2
(t,x)[((σtπt)+δt)2+δ0

2

t ]+

λt[V(t,x+πtφt)-V(t,x)]}=0
V(T,X)=λx2-ω

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï x

(10)

设

V=12Ptx2+gtx+ct (11)

将(11)式代入(10)式可得

1
2P

·

t+Ptræ

è
ç

ö

ø
÷t x2+(g

·

t-P
·

tut+gtAt)x+(c
·

t-gtut+12Ptδ2+12Ptδ0
2

t +

1
2Ptinf

π≥0
{(σ2t+λtφ2

t)π2t+2[σtδt+(bt+φtλt)x+(bt+φtλt)ηt]πt}=0 (12)

其中ηt=
gt

Pt

。当σtδt+(bt+φtλt)x+(bt+φtλt)ηt<0,有

π*
t =-

σtδt+(bt+φtλt)x+(bt+φtλt)ηt

σ2t+λtφ2
t

(13)

将(13)式代入(12)式得P(t),g(t)和c(t)满足黎卡提方程

P
·

t=[-2rt+
(bt+φtλt)2

σ2t+λtφ2
t
]Pt

PT=2

ì

î

í

ïï

ïï λ

g
·

t=[-rt+
(bt+φtλt)2

σ2t+λtφ2
t
]gt+[ut+

σtδt(bt+φtλt)
σ2t+λtφ2

t
]Pt

gT=-

ì

î

í

ïï

ïï ω
(14)

c
·

t=[ut+
σtδt(bt+φtλt)

σ2t+λtφ2
t
]gt+12P

[σ2tφ2
t

σ2t+λtφ2
t
]-(δ2t+δ0

2

t )]+12
(Bt+φtλt)2

σ2t+λtφ2
t

P-1
t g2

t

cT

ì

î

í

ïï

ïï =0

当σtδt(Bt+φtλt)x+(Bt+φtλt)ηt>0,有π*
t =0,则对应的 ～P(t),～g(t)和 ～c(t)满足黎卡提方程

～P
·

t=-2rt
～Pt

～PT=2{ λ
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～g
·

t=ut
～Pt-rt

～gt

～gT=-{ ω

～c
·

t=ut
～gt-12

～Ptδ0
2

t -12
～Ptδ2t

～cT

ì

î

í

ïï

ïï =0

(15)

定理1 问题(9)的最优策略

π*
t =

-σtδt+(bt+φtλt)x+(bt+φtλt)ηt

σ2t +λtφ2
t

,当x-∫
T

t
ut+σtδt+(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
×

e∫T
zrsdsdz-γe-∫T

zrsds+ σtδt

bt+φtλt
≤0时

0,当x-∫
T

t
ut+σtδt+(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsdz-γe-∫T
zrsds+ σtδt

bt+φtλt
>0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 时

(16)

且

V(t,x)=

1
2Ptx2+gtx+ct,当x-∫

T

t
ut+σtδt+(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
×

e∫Tzrsdsdz-γe-∫T
zrsds+ σtδt

bt+φtλt
≤0时

1
2
～Ptx2+ ～gtx+ ～ct,当x-∫

T

t
ut+σtδt+(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
×

e∫T
zrsdsdz-γe-∫T

zrsds+ σtδt

bt+φtλt
>0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï 时

(17)

是HJB方程(10)的一个粘性解,其中

Pt=e∫
T
t 2rs-

(bt+φtλt)
2

σ2t+λtφ
2( )
t

ds

gt=e∫
T
t rs-

(bt+φtλt)
2

σ2t+λtφ
2( )
t

ds∫
T

t
ut+σtδt(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsdz

c
·

t= ut+σtδt(bt+φtλt)
σ2t +λtφ2

é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

t(rs-
(bt+φtλt)

2

σ2t+λtφ
2
t
ds∫

T

t
ut+σtδt(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsdz+12e
∫T

t 2rs-
(bt+φtλt)

2

σ2t+λtφ
2( )
t

ds×

σ2t
σ2t +λtφ2t

-(σ2t +δ0
2

t
é

ë
êê

ù

û
úú)+12

(Bt+φtλt)2

σ2t +λtφ2t
e∫T

t-
(bt+φtλt)

2

σ2t+λtφ
2
t
ds∫

T

t
ut+σtδt(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsd{ }z
2

～Pt=e∫
T

t
2rsds

～gt=e∫
T
tAsds∫

T

t
-uze∫

T
zrsdsdz

～ct=e∫
T
tAsds∫

T

t
-uze∫

T
zrsdsdzut+12e

∫T
t2rsds(σ0

2

t +δ2t)d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï v

3有效前沿

策略选择的一个重要部分就是确定有效前沿,其描述了期望和方差在最优策略下的关系在一般投资组合问

题下,有效前沿是最优策略下终端财富期望和终端财富方差之间的关系,而这里要在负债下讨论端财富期望和

终端财富方差之间的关系。

当x-∫
T

t
ut+σtδt(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsdz-γe-∫T
zrsds+ σtδt

bt+φtλt
≤0时,把(16)式代入(6)式得
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dXt= rt-bt(bt+φtλt)
σ2t +λtφ2

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
Xt+bt(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
t
(γ-ηt)-

btδtσt)
σ2t +λtφ2

t
+uæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úút dt+

    -σtδt+(bt+φtλt)x+(bt+φtλt)(ηt-γ)
σ2t +λtφ2

t
×σt+δé

ë
êê

ù

û
úút dWt+

    δ0tdW0
t + -σtδt+(bt+φtλt)x+(bt+φtλt)(ηt-γ)

σ2t +λtφ2
t

φtdNt
é

ë
êê 。

(18)

等号两边取期望

dEXt= rt-bt(bt+φtλt)
σ2t +λtφ2

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
EXt+bt(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
t
(γ-ηt)-

btδtσt

σ2t +λtφ2
t
+uæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úút dt-

     σtδt+(bt+φtλt)EXt+(bt+φtλt)(ηt-γ)
σ2t +λtφ2

t
φtλtdt=

  rt-
(bt+φtλt)2

σ2t +λtφ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
EXt+

(bt+φtλt)2(ηt-γ)
σ2t +λtφ2

t
+δtσt(bt-λtφt)

σ2t +λtφ2
t

+ué

ë
êê

ù

û
úút dt

(19)

解(19)式得

EXt=xe∫t0 rt-
(bt+φtλt)

2

σ2t+λtφ
2
t
d( )z +∫

T

0

(bt+φtλt)2

σ2t +λtφ2
t
γ-

(bt+φtλt)2

σ2t +λtφ2
t
ηt-￡é

ë
êê

ù

û
úút ×e∫

t
s(rt-

(bt+φtλt)
2

σ2t+λtφ
2
t
dzds (20)

其中￡t=
δtσt(bt-λtφt)

σ2t+λtφ2
t
+ut,因此

EXT=α+βγ (21)

其中α=-∫
T

0
￡te∫

T
trzdz-∫T

0

(bz+φzλz)
2

σ2z+λzφ
2
z
dzdt+xe∫T

0 rz-
(bz+φzλz)

2

σ2z+λzφ
2
z
d( )z ,β=1-e-∫T

0

(bz+φzλz)
2

σ2z+λzφ
2
z
dz

类似于上述步骤可得

EX2
T=η+βγ2 (22)

其中

η=-2xe∫
T
0 rz-

(bz+φzλz)
2

σ2z+λzφ
2( )
z

dz∫
T

0
(-￡t)e∫

T
trzdzdt+e∫

T
0

(bz+φzλz)
2

σ2z+λzφ
2
z
dz∫

T

0
(-￡t)e∫

T
trzdz-∫T

0

(bz+φzλz)
2

σ2z+λzφ
2
z
dzd( )t

2

+

x2e∫T
0 2rz-

(bt+φtλt)[2φt(σ
2
t+λtφ

2
t)-φ

3
tλ
2
t+btσ

2
t]

(σ2t+λtφ
2
t)

( )2 dz+∫
T

0
δ0

2

t + λtφ2
tσ2tδ2t

(σ2t +λtφ2
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)e∫
T
t 2rz-

(bt+φtλt)[2φt(σ
2
t+λtφ

2
t)-φ

3
tλ
2
t+btσ

2
t]

(σ2t+λtφ
2
t)

( )2 dzdt

由(21)式可得

γ=EXT-α
β

VarXT=β(1-β)γ2-2αβγ+η-α2=
1-β
β

EXT- α
1-β

- α2
1-

é

ë
êê

ù

û
úúβ

2

+η (23)

当x-∫
T

t
ut+σtδt+(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsdz-γe-∫T
zrsds+ σtδt

bt+φtλt
>0时,有

VarXT =-∫
T

0
(δ0t2+δ2t)e∫

T
t2rzdz=v

定理2 问题(7)的有效边界为

VarXT =

e-∫T
0

(bz+φzλz)
2

σ2z+λzφ
2
z
dz

1-e-∫T
0

(bz+φzλz)
2

σ2z+λzφ
2
z
dz

×[EXT -(xe∫
T
0rzdz-∫

T

0
￡te∫

T
0rzdzdt)]2+

∫
T

0
δ0

2

t + λtφ2
tσ2tδ2t

(σ2t +λtφ2
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)×e∫
T
t(2rz-

(bt+φtλt)[2φt(σ
2
t+λtφ

2
t)-φ

3
tλ
2
t+btσ

2
t]

(σ2t+λtφ
2
t)

dz]dt,当

x-∫
T

t
ut+σtδt+(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsdz-γe-∫T
zrsds+ σtδt

bt+φtλt
≤0时

v,当x-∫
T

t
ut+σtδt+(bt+φtλt)

σ2t +λtφ2
é

ë
êê

ù

û
úú

t
e∫T

zrsdsdz-γe-∫T
zrsds+ σtδt

bt+φtλt
>0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï 时
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DynamicMean-varianceAsset-liabilityProblemforJump-diffusion
ModelwithNo-shortingConstraints

ZHOUXin-mei
(ThePeople’sArmedCollege,GuizhouUniversity,Guiyang550025,China)

Abstract:Thispaperdealswithamean-varianceasset-liabilityproblemforjump-diffusionmodelunderno-shortingconstraints.A
continuoussolutionoftheHJBequationisconstructedthroughtwoRicttatiequations,andshowthatthisfunctionisaviscosityso-
lutionoftheHJBequation.Usingtheviscositysolutionandverificationtheorem,explicitlytheoptimalstrategyandthemean-vari-
anceefficientfrontierinclosedformsareobtained.
Keywords:HJBequation;viscositysolution;liability;effcientfrontier.
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