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一种极小化两个凸函数之和的混合近似邻近点算法*

陈雍梅,白富生

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:本文提出一种混合近似邻近点算法以求解极小化两个凸函数之和的无约束优化问题。通过将邻近点算法中的优化

问题转化为一系列极小化近似函数的子问题来求解,以得到此优化问题的最优解。在子问题中用线性模型来取代原问题

目标函数中非线性程度较低的函数,而在下一个子问题中,用二次模型来取代非线性程度较高的函数,进行交替运算。在

临近点算法的框架下,求出原问题的解。最后给出3个算例以说明本文所给出的算法是有效的。
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1问题介绍

本文考虑如下形式的优化问题:

minF(x)∶=h(x)+f(x) (1)

其中h,f:Rn→R是二次连续可微凸函数。

B.Martinet和R.T.Rockafellar最早提出了邻近点算法(Proximalpointalgorithm)[1-2],记为PPA。此

算法考虑的问题如下:

min
x∈R

n
f(x)

其中f:Rn→(-¥,+¥]为闭真凸函数。记f*=inf
x∈R

n
f(x),X*=argmin

x∈R
n

f(x)。设X*非空。

任意选取一个初始点x1∈Rn,由xk+1=argmin
x
f(x)+12βk ‖x-xk‖2,k=1,2,3,…,产生一个序列 x{ }k 。

这里‖•‖为欧几里得范数,β{ }k 是一个正数序列。此方法称为邻近点算法。文献[3]给出了邻近点算法的收敛

性结论:设 x{ }k 为邻近点算法产生的序列,若∑
¥

k=1
βk=¥,则f(xk)单调递减趋向于f* ,且 x{ }k 收敛于X*中的某

点。文献[4-5]给出了关于近似点方法的一些新的结果。

为了解决问题(1),文献[6]中的方法是通过邻近点算法将问题(1)转化成如下问题:

min
x

F(x)+12βk ‖x-xk‖2 (2)

为了分别利用h(x)和f(x)的结构性质,文献[6]采用如下形式来求解问题(2):

min
x

～fk(x)+h(x)+12βk ‖x-xk‖2

和 min
x

f(x)+～hk(x)+12βk+1‖x-xk+1‖2

其中,～fk 和 ～hk 分别是f 和h 的线性模型,称此方法为交替线性化方法(Alternatinglinearizationmethod),记为
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ALM。文献[6]给出了ALM详细的收敛性证明。此外,文献[7]给出的并行Uzawa方法及文献[8]给出的快速

交替线性化方法也可用来求解问题(1)。

ALM有广泛应用,下面举例说明它在增广拉格朗日函数方法中的一种重要应用[6]。考虑一个带有耦合约

束的可分问题[P]:

min∑
N

j=1
φj(xj)

s.t. ∑
N

j=1
Ajxj=b

其中φj:Rnj→(-¥,+¥]是闭真凸函数,Aj 是m×nj 的矩阵,j=1,…,N。

应用乘子法[9-12]可以将问题[P]转化为极小化增广拉格朗日函数问题[P′]:

min
x ∑

N

j=1

(φj(xj)-<λ,Ajxj>)+<λ,b>+12ρ‖Ax-b‖2

其中λ∈Rm 是拉格朗日乘子向量,ρ>0是罚参数,x=(xT
1,…,xT

N)T,A=(A1,…,AN)。

特别地,令f(x)=12ρ‖Ax-b‖2,h(x)=∑
N

j=1

(φj(xj)-<λ,Ajxj>)+<λ,b>,则问题[P′]具有形式

(1)。注意到对1
2ρ‖Ax-b‖2线性化后,相应的子问题可化为N个独立的子问题进行求解,由此可以利用原问

题的可分结构。

考虑到如果函数f(x)或者h(x)的非线性程度较高,此时用ALM 计算,计算结果误差可能会比较大。因

此,本文用二阶泰勒展式去逼近非线性程度较高的函数,而用线性函数去逼近非线性程度较低的函数。不妨设

h(x)的非线性程度较高,则为了求解问题(2),作者通过求解如下形式的子问题来进行:

min
x

～fk(x)+h(x)+12‖x-x
k‖2D

和min
x

f(x)+～hk(x)+12‖x-x
k+1‖2D

其中～fk 和～hk 分别是f 和h 的线性模型和二次模型,1
2‖x-x

k‖2D=12
(x-xk)TD(x-xk),D为对角矩阵且对

角线上的值为正。通过求解一系列问题(2)而得到问题(1)的解。称此方法为混合近似临近点算法(Hybridap-
proximateproximalpointalgorithm),记为HAPPA。

本文结构安排如下:第2部分介绍混合近似临近点算法和交替线性化算法;第3部分给出应用混合近似临

近点算法和交替线性化算法进行数值试验得到的数值结果。

2方法介绍

2.1混合近似临近点算法

2.1.1算法提纲 本节将讨论混合近似临近点算法。HAPPA是一种迭代方法,它将产生一个序列 x }{ k ,和两个

辅助序列 xk}{ f 和 xk}{ h ,k是迭代次数。此算法的每次迭代包含两个子问题:h-子问题和f-子问题,以及应用于这

两个子问题之后的更新准则。
首先,令x0f=x1,x1 是初始点,s0f=Ñf(x0f)。

h-子问题: min
x
f～k(x)+h(x)+12‖x-x

k‖2D (3)

记h-子问题的解为xk
h。f～k(x)是f(x)在点xk-1

f 处的线性逼近函数,定义f～k(x)=f(xk-1
f )+<sk-1

f ,x-xk-1
f >。

因为(3)式在点xk
h 处存在最优的充分必要条件为Ñh(xk

h)+sk-1
f +D(xk

h-xk)=0,令sk
h=Ñh(xk

h),则sk
h=-sk-1

f

-D(xk
h-xk)。
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f-子问题: min
x

f(x)+～hk(x)+12‖x-x
k+1‖2D (4)

记f-子问题得解为xk
f。～hk(x)是h(x)在点xk

h 的二次逼近函数,定义

～hk(x)=h(xk
h)+<sk

h,x-xk
h>+12!

(x-xk
h)TH(x-xk

h)

其中 H=

∂2h(xk
h)

∂x12
…

︙

∂2h(xk
h)

∂x1xN

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê …

∂2h(xk
h)

∂x1xN

︙

∂2h(xk
h)

∂xN

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú2

。因为(4)式在点xk
f 处取得最优的充分必要条件为Ñf(xk

f)+sk
h+H(xk

f-xk
h)

+D(xk
f-xk+1)=0。令sk

f=Ñf(xk
f),则sk

f=-sk
h-H(xk

f-xk
h)-D(xk

f-xk+1)。

更新准则:更新准则用于子问题(3)和(4)之后,如果满足更新准则,则它会改变子问题当前的近似解xk,更
新准则中的参数γ∈ 0,( )1 。下面将给出完整的算法步骤。

2.1.2HAPPA的基本算法 步骤0:给定初始点x1,x0f=x1,s0f=Ñf(x0f),～f1(x)=f(x0f)+<s0f,x-x0f>,k=1。

步骤1:找出如下h-子问题的解:min
x

～fk(x)+h(x)+12‖x-x
k‖2D,记解为xk

h。

步骤2:判断f(xk
h
)+h(xk

h)≥f(xk-1
f )+h(xk-1

f )-ε,ε为一个微小的正实数,若满足,则停止迭代,跳出循

环,否则再判断f(xk
h)+h(xk

h)≤(1-γ)[f(xk-1
f )+h(xk-1

f )]+γ[～fk(xk
h)+h(xk

h)],γ∈(0,1),若满足,则xk+1=
xk

h,转步骤3,否则xk+1=xk,转步骤3。

步骤3:计算sk
h=-sk-1

f -D(xk
h-xk),定义～hk(x)=h(xk

h)+<sk
h,x-xk

h>+ 12!
(x-xk

h)TH(x-xk
h),找出如

下f-子问题的解:min
x

f(x)+～hk(x)+12‖x-x
k+1‖2D,记解为xk

f。

步骤4:判断f(xk
f)+h(xk

f)≥f(xk+1)+h(xk+1)-ε,若满足,则停止迭代,跳出循环,否则再判断f(xk
f)+

h(xk
f)≤(1-γ)[f(xk+1)+h(xk+1)]+γ[f(xk

f)+～hk(xk
f)],若满足,则xk+1=xk

f,转步骤5,否则xk+1=xk+1,转步

骤5。
步骤5:计算sk

f=-sk
h-H(xk

f-xk
h)-D(xk

f-xk+1),定义 ～fk+1(x)=f(xk
f)+<sk

f,x-xk
f>

步骤6:令k=k+1,回到步骤1。
下面介绍交替线性化算法(ALM)[6],便于后面编程进行数值计算与结果比较。

2.2ALM的基本算法

步骤0:选取x1∈domh,z0f∈Rn,g0f∈∂f(z0f),定义 ～f1(x)=f(z0f)+<g0f,x-z0f>,选取参数ρ1≥ρmin>0,

κ>1,β0>0,β∈ 0,( )1 ,令k=1。

步骤1:找出h-子问题的最优解zk
h:min

x
h(x)+～fk(x)+12ρk ‖x-xk‖2。令gk

h=-gk-1
f -ρk zk

h-x( )k ,

～hk(x)=h(zk
h)+<gk

h,x-zk
h>。

步骤2:下降准则。令 ～Fk=h+～fk,vk=F(xk)-～Fk(zk
h),若F(zk

h)≤F(xk)-β1vk,则令xk+1=zk
h(下降步);否

则令xk+1=xk(空步)。

步骤3:参数ρ的更新。若xk+1=zk
h(下降步),则ρk+1∈ max{ρmin,ρ

k

κ
},ρ

é

ë
êê

ù

û
úúk ;若xk+1=xk(空步),δk:=

F(zk
h)-～Fk(zk

h)≥β0
vk

zk
h-xk ,则ρk+1≥ρk;否则ρk+1=ρk。

步骤4:找 出 f-子 问 题 的 最 优 解 zk
f:min

x

～hk(x)+f(x)+ 12ρk+1‖x-xk+1‖2。令 gk
f = -gk

h -
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ρk+1zk
f-xk( )+1 ,～fk+1(x)=h(zk

f)+<gk
f,x-zk

f>。

步骤5:令k=k+1,转到步骤1。

注 文献[6]中没有提及算法的终止准则,笔者在编程时利用的终止准则与算法2.1.2的终止准则相同。

3数值试验

本节给出3个数值例子进一步说明本文提出的算法是有效的。数值试验的运行环境:电脑操作系统 Win-
dowsXP专业版32位SP3(DirectX9.0c),内存2GB,处理器是英特尔Pentium(奔腾)双核T4300@2.10GHz,

编程软件 Matlab6.5。

对于各个算例,分别通过交替线性化算法(记作ALM)和本文提出的混合近似临近点算法(记作HAPPA)比
较求解,数值结果记录在下面的表格中,其中x1 为任意选取的初始点,x*代表原问题的最优解,F(x*)代表原问

题的最优值,Iter代表迭代次数,t(s)代表CPU的运算时间。

例1 minF(x)∶=h(x)+f(x)。其中f(x)=(x1-x23)2+(x2-x24)2,h(x)=(x3-x22)2+ (x4-x21)2。

本例摘自文献[13]第187页。很容易知道一个最优解为x*=(1,1,1,1),最优值为F(x*)=0。在 HAP-
PA算法中,令ε=10-10,r=0.5,D=diag(100,100,100,100)。ALM 算法和 HAPPA算法中,选取不同的初始

点解决这个问题,部分数据记录在表1中。

表1 例1的两种算法比较

算法 x1 x* F(x*) Iter t(s)

ALM (12,12,12,12) (1.0025,1.0022,1.0023,1.0024) 2.2218e-005 118 3.250000

HAPPA (12,12,12,12) (1.0021,1.0020,1.0019,1.0021) 1.6627e-005 118 3.703000

ALM (10,10,10,10) (1.0026,1.0027,1.0027,1.0025) 2.7902e-005 118 3.250000

HAPPA (10,10,10,10) (1.0020,1.0020,1.0018,1.0020) 1.5744e-005 119 3.766000

ALM (8,10,10,9) (1.0026,1.0029,1.0029,1.0027) 3.1775e-005 117 3.250000

HAPPA (8,10,10,9) (1.0024,1.0022,1.0024,1.0020) 2.0414e-005 119 3.812000

ALM (7,7,7,7) (1.0028,1.0027,1.0027,1.0027) 2.9527e-005 113 3.062000

HAPPA (7,7,7,7) (1.0021,1.0019,1.0021,1.0020) 1.6508e-005 94 3.016000

ALM (4,4,4,4) (1.0026,1.0025,1.0026,1.0026) 2.6332e-005 112 2.985000

HAPPA (4,4,4,4) (1.0019,1.0019,1.0019,1.0017) 1.3737e-005 119 3.609000

ALM (3,3,3,3) (1.0022,1.0021,1.0020,1.0023) 1.8750e-005 117 3.140000

HAPPA (3,3,3,3) (1.0021,1.0020,1.0019,1.0020) 1.5925e-005 115 3.500000

ALM (4,3,2,1) (1.0023,1.0024,1.0022,1.0021) 2.0436e-005 116 3.062000

HAPPA (4,3,2,1) (1.0026,1.0027,1.0025,1.0028) 2.8434e-005 110 3.375000

  试验结果表明,选取7个不同的初始点,采用ALM和HAPPA两种算法计算,得到7组不同的结果,和最优

解作比较,可知在前6组结果中,HAPPA的计算效果都比ALM的计算效果好。

例2 minF(x)∶=h(x)+f(x),其中f(x)=e-2x,h(x)=ex。

通过简单计算可以知道例2的全局最优解是x*=ln23 ≈0.23104906018665
,全局最优值是F(x*)=

Fln2æ

è
ç

ö

ø
÷

3 =fln2æ

è
ç

ö

ø
÷

3 +hln2æ

è
ç

ö

ø
÷

3 =2(-2/3)+2(1/3)≈1.88988157484231,在算法中令ε=10-10,r=0.5,D=100,利用

ALM算法和HAPPA算法解决这个问题的一些数据记录在表2中。
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表2 例2的两种算法比较

算法 x1 x* F(x*) Iter t(s)

ALM 10 0.23213291997641 1.88988379418310 111 0.593000

HAPPA 10 0.23145092980357 1.88988188001578 115 0.656000

ALM 8 0.23238199898115 1.88988493115330 109 0.594000

HAPPA 8 0.23126539026378 1.88988166327994 116 0.625000

ALM 6.5 0.23331033350846 1.88989123120986 98 0.547000

HAPPA 6.5 0.23123913425423 1.88988164311591 117 0.657000

ALM 5 0.23338055928440 1.88989184005694 98 0.547000

HAPPA 5 0.23127039011575 1.88988166741499 115 0.672000

ALM 2.5 0.23221562574183 1.88988414573605 102 0.547000

HAPPA 2.5 0.23136194224471 1.88988175983332 111 0.578000

  通过对表2观察分析,显然,文中选取了5个不同的初始点,HAPPA的计算效果均比ALM的计算效果好。

例3 minF(x)∶=h(x)+f(x),其中f(x)=x21+x22,h(x)=ex
2
1+x

2
2。

容易计算得该问题的全局最优解为x*=(0,0),最优值为F(x*)=1。在ALM算法和 HAPPA算法中,令

ε=10-10,r=0.5,D=diag(100,100),类似前面的例子,选取不同的初始点,得到的结果记录在表3中。

表3 例3的两种算法比较

算法 x1 x* F(x*) Iter t(s)

ALM (15,15) (1.7221259,1.7221707) 382.68451 1 0.141000

HAPPA (15,15) (0.18339700e-2,0.19791003e-2) 1.0000146 78 0.703000

ALM (10,10) (1.6587869,1.6587158) 250.90843 1 0.140000

HAPPA (10,10) (0.14581662e-2,0.19473323e-2) 1.0000118 82 0.735000

ALM (5,10) (1.0240325,2.0480299) 194.49306 1 0.125000

HAPPA (5,10) (0.10663984e-2,0.19471539e-2) 1.0000099 82 0.734000

ALM (5,5) (1.5328094,1.5328141) 114.53891 1 0.125000

HAPPA (5,5) (0.19572953e-2,0.17268824e-2) 1.0000136 79 0.718000

ALM (4,4) (0.19282668e-2,0.17539692e-2) 1.0000136 77 0.828000

HAPPA (4,4) (0.18194069e-2,0.19002286e-2) 1.0000138 78 0.703000

ALM (4,2) (0.19841533e-2,0.11178341e-2) 1.0000104 80 0.656000

HAPPA (4,2) (0.19577954e-2,0.79459346e-3) 1.0000089 85 0.734000

ALM (2,2) (0.19357370e-2,0.19415562e-2) 1.0000150 74 0.640000

HAPPA (2,2) (0.15609335e-2,0.19591170e-2) 1.0000125 76 0.703000

  由表3可知,两种算法各选取了7个不同的初始点,前4个初始点离最优点较远,ALM 迭代一次结果就溢

出,得到的结果明显比HAPPA得到的结果差,最后3组结果作比较,发现有1组结果非常接近,另外2组中

HAPPA得到的结果更好。

4结论

从上面的数值结果可知:对于同一个问题,ALM算法和HAPPA算法的迭代次数和CPU的运算时间相当,

而HAPPA得到的计算结果的精度更高,尤其针对非线性程度较高的函数,如例2和例3,因此 HAPPA是有意

义的;HAPPA的收敛性目前仍在考虑之中。
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OperationsResearchandCybernetics

AHybridApproximateProximalPointAlgorithmforMinimizingtheSumofTwoConvexFunction

CHENYongmei,BAIFusheng
(CollegeofMathematics,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Inthisarticle,hybridapproximateproximalpointalgorithmisproposedtominimizethesumoftwoconvexfunctions.It

replacestheoptimizationproblemintheproximalpointalgorithmbyaseriesofsubproblemsofminimizingtheapproximatefunction

togettheoptimalsolutionofoptimizationproblem.Inthesubproblems,thefunctionwithlessnonlinearityisreplacedbyitslinear

modelandtheotherisreplacedbyitsquadraticmodelalternately.Undertheframeworkoftheproximalpointalgorithm,wecan

findthesolutionoftheoriginalproblem.Threenumericalexamplesaregiventoillustratetheeffectivenessofthepresentalgorithm.

Keywords:convexprogramming;approximateproximalpointmethod;linearmodel;quadraticmodel
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