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摘要:研究了一类重要的广义凸函数—强α-预不变凸函数,讨论了它与α-预不变凸函数、严格α-预不变凸函数及半严格α-
预不变凸函数之间的关系,并在中间点的强α-预不变凸性下得到了它的3个重要的性质定理,同时给出了强α-预不变凸

函数在优化中的两个重要应用,这些结果在一定程度上完善了对强α-预不变凸函数的研究。
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凸性和广义凸性理论在数理经济学、管理科学、数学规划等领域中起着非常重要的作用,事实上凸函数相对

来说是很少的,而广义凸函数具有许多类似于凸函数的性质,因此人们对广义凸性及其应用的研究工作有着越

来越大的兴趣,并已经取得了许多重要的成果[1-13]。其中一个非常重要的推广是1988年 Weir和Jeyakwmar[1]

引入了预不变凸函数。2001年Yang和Li[2]引入了严格预不变凸函数和半严格预不变凸函数,研究了它们与预

不变凸函数之间的关系。2006年Tang和Yang[3]引入了强预不变凸函数,研究了强预不变凸函数与预不变凸函

数、严格预不变凸函数及半严格预不变凸函数之间的关系。同年 M.A.Noor[4]引入了下面的α-不变凸集,α-预不

变凸函数、严格α-预不变凸函数及半严格α-预不变凸函数的概念。接下来,Fan和Guo[5]引入了强α-预不变凸函

数,但对此函数的性质没有很好的展开研究,本文针对强α-预不变凸函数的性质进行研究,着重讨论强α-预不变

凸函数与α-预不变凸函数、严格α-预不变凸函数及半严格α-预不变凸函数之间的关系,得到了强α-预不变凸函

数的3个重要的充要条件,从而完善了对此类广义凸函数的研究,这些结果也丰富了广义凸性理论。

1预备知识

设 H 是定义了内积<·,·>和范数‖·‖的实 Hilbert空间。集合K 是H 的一个非空子集,F:K→H 和

α:K×K→R\{0}是两个实值函数,η:K×K→H 是向量值函数。
定义1[4] 如果∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有y+λα(x,y)η(x,y)∈K,则称K 是关于η和α的α-不变凸集,也

称为αη-连通集。
定义2[4] 设K 是关于η 和α 的α-不变凸集,若∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有F(y+λα(x,y)η(x,y))≤

(1-λ)F(y)+λF(x),则称函数F 是K 上关于η和α的α-预不变凸函数。
定义3[4] 设K 是关于η和α的α-不变凸集,若∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],当x≠y有

F(y+λα(x,y)η(x,y))< (1-λ)F(y)+λF(x)
则称函数F 是K 上关于η和α的严格α-预不变凸函数。

定义4[4] 设K 是关于η和α的α-不变凸集,若∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],当f(x)≠f(y)有

F(y+λα(x,y)η(x,y))< (1-λ)F(y)+λF(x)
则称函数F 是K 上关于η和α的半严格α-预不变凸函数。

定义5[5] 设K 是关于η和α的α-不变凸集,若∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],存在β>0有
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F(y+λα(x,y)η(x,y))≤ (1-λ)F(y)+λF(x)-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2

则称函数F 是K 上关于η和α的强α-预不变凸函数。
注1 根据定义2与定义5,有强α-预不变凸函数是α-预不变凸函数;若∀x,y∈K,当x≠y有η(x,y)≠0,

则强α-预不变凸函数是严格α-预不变凸函数和半严格α-预不变凸函数。但是,反之不成立。

例1 设F(x)=- x ,α(x,y)=1,η(x,y)=

x-y,x>0,y>0
x-y,x<0,y<0
y-x,x>0,y<0
y-x,x<0,y>
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,则F 是关于α和η的α-预不变凸函数;但

对∀β>0,当x=2β,y=β,λ=
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即F 不是关于α和η的强α-预不变凸函数。

例2 设F(x)=log12 x ,α(x,y)=1,η(x,y)=

x-y,x>0,y>0
x-y,x<0,y<0
-x-y,x>0,y<0,x+y≠0
-x-y,x<0,y>0,x+y≠0
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,则F 是关于α 和η 的严格

α-预不变凸函数;但对于∀β>0,当x=4
β
,y=2

β
,λ=12

,却有

F[y+λα(x,y)η(x,y)]=F
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即F 不是关于α和η的强α-预不变凸函数。

例3 设F(x)=
1,x=0
0,x≠{ 0

,x∈[-1,6]∪[-6,-2],α(x,y)=1,η(x,y)=

x-y,x∈[-1,6],y∈[-1,6]

x-y,x∈[-6,-2],y∈[-6,-2]

-4-y,x∈[-1,6],y∈[-6,-2]

-y,x∈[-6,-2],y∈[-1,6],y≠0
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则F 是关于α和η的半严格α-预不变凸函数;但对于∀β>0,当x=1,y=2,λ=12
,却有

F[y+λα(x,y)η(x,y)]=F
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÷

3
2 =0>12F

(x)+12F
(y)-14β‖η

(x,y)‖2=-14β

即F 不是关于α和η的强α-预不变凸函数。
下面的讨论中将用到条件C,先来介绍这个条件的内容。
条件C[6] ∀x,y∈k,∀λ∈(0,1),η和α满足关系式

η(y,y+λαx,( )yη(x,y))=-λη(x,y)η(x,y+λα(x,y)η(x,y))=(1-λ)η(x,y)

2主要结果

定理1[7] 设K 是关于η和α的α-不变凸集,η满足条件C且α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),则F:K→
R关于η和α是强α-预不变凸函数,当且仅当F:K→R关于η和α是α-预不变凸函数,且存在常数γ>0使得对

于∀x,y∈K,存在λ∈(0,1)满足

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2 (1)
证明 必要性显然。下证充分性。反证法,假设F:K→R不是强α-预不变凸函数,则对于∀β>0,∃x,y∈
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K 及λ∈(0,1)使得

F(y+λα(x,y)η(x,y))>(1-λ)F(y)+λF(x)-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2 (2)

选取γ1,γ2 且0<γ1<λ<γ2<1使得λ=λγ1+(1-λ)γ2。令

x=y+γ1α(x,y)η(x,y),y=y+γ2α(x,y)η(x,y)
因为F:K→R是α-预不变凸函数,有

F(x)≤γ1F(x)+(1-γ1)F(y),F(y)≤γ2F(x)+(1-γ2)F(y) (3)
由条件α(x,y)=α(x,y+λα(x,y)η(x,y))=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有

α(x,y)=α(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y)) (4)
由条件C,有

η(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))=(γ1-γ2)η(x,y) (5)

由(4)、(5)式,有y+λα(x,y)η(x,y)=y+γ2α(x,y)η(x,y)+λα(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))

η(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))=y+γ2α(x,y)η(x,y)+λ(γ1-γ2)α(x,y)η(x,y)=

y+[γ2+λ(γ1-γ2)]α(x,y)η(x,y)=y+λα(x,y)η(x,y)

结合(1)式,有    F(y+λα(x,y)η(x,y))=F(y+λα(x,y)ηx,y))≤
(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2 (6)

从而,由(3)、(6)式,有

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤λF(x)+(1-λ)F(y)-γλ(1-λ)(γ1-γ2)2 ‖η(x,y)‖2=λF(x)+(1-λ)F(y)-

γ
(γ2-λ)(λ-γ1)
(γ1-γ2)2

(γ1-γ2)2 ‖η(x,y)‖2=λF(x)+(1-λ)F(y)-γ(γ2-λ)(λ-γ1)‖η(x,y)‖2=

λF(x)+(1-λ)F(y)-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2(令β=
γ(γ2-λ)(λ-γ1)

λ(1-λ) >0)

这与(2)式矛盾。所以假设不成立,F:K→R关于η和α是强α-预不变凸函数。 证毕

定理2[7] 设K 是关于η和α的α-不变凸集,η满足条件C且∀x,y∈K,当x≠y,有η(x,y)≠0及

α(x,y)=α(x,y+λα(x,y)η(x,y))=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))
则F:K→R关于η和α是强α-预不变凸函数当且仅当F:K→R关于η和α是严格α-预不变凸函数,且存在常数

γ>0使得对于∀x,y∈K,存在λ∈(0,1)满足

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2 (7)
证明 必要性显然。下证充分性。

1)当x≠y。反证法,假设F:K→R不是强α-预不变凸函数,则对于∀β>0,∃x,y∈K 及λ∈(0,1)使得

F(y+λα(x,y)η(x,y))>(1-λ)F(y)+λF(x)-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2 (8)

选取γ1,γ2,且满足0<γ1<λ<γ2<1,使得λ=λγ1+(1-λ)γ2。令x=y+γ1α(x,y)η(x,y),y=y+
γ2α(x,y)η(x,y)。因为F:K→R是α-预不变凸函数,有

F(x)<γ1F(x)+(1-γ1)F(y),F(y)<γ2F(x)+(1-γ2)F(y) (9)
由条件α(x,y)=α(x,y+λα(x,y)η(x,y))=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有

α(x,y)=α(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))
由条件C,有η(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))=(γ1-γ2)η(x,y)。

类似定理1中的方法,可得y+λα(x,y)η(x,y)=y+λα(x,y)η(x,y)。结合(7)式,有

F(y+λα(x,y)η(x,y))=F(y+λα(x,y)ηx,y))≤
(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2 (10)

从而,由(9)、(10)式有

F(y+λα(x,y)η(x,y))<λF(x)+(1-λ)F(y)-γλ(1-λ)(γ1-γ2)2 ‖η(x,y)‖2=

λF(x)+(1-λ)F(y)-γ
(γ2-λ)(λ-γ1)
(γ1-γ2)2

(γ1-γ2)2 ‖η(x,y)‖2=
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λF(x)+(1-λ)F(y)-γ(γ2-λ)(λ-γ1)‖η(x,y)‖2=

λF(x)+(1-λ)F(y)-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2(令β=
γ(γ2-λ)(λ-γ1)

λ(1-λ) >0)

这与(8)式矛盾,所以假设不成立,F:K→R关于η和α是强α-预不变凸函数。

2)当x=y,有F(x)=F(y)。因为η满足条件C,从而由x=y得η(x,y)=0,所以存在常数γ>0使得对于

∀x,y∈K,当x=y有F(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2,∀λ∈(0,1),从
而F:K→R关于η和α是强α-预不变凸函数。 证毕

定理3[7] 设K 是关于η和α的α-不变凸集,η满足条件C且

α(x,y)=α(x,y+λα(x,y)η(x,y))=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))
则F:K→R关于η和α是强α-预不变凸函数,当且仅当F:K→R关于η和α是半严格α-预不变凸函数,且存在常

数γ>0使得对于∀x,y∈K,存在λ∈(0,1)满足

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2 (11)
证明 必要性显然。下证充分性。只需证明对于∀λ∈(0,1)及∀x,y∈K,∃β>0有

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2

若x≠y,由(11)式,对于∀x,y∈K 且η(x,y)≠0有

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)F(y)+λF(x)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2<λF(x)+(1-λ)F(y) (12)
由文献[8]中的定理1和(12)式知F:K→R关于η和α是α-预不变凸函数,从而由定理1知,F:K→R关于

η和α是强α-预不变凸函数。 证毕

注2 定理1、定理2和定理3不但给出了强α-预不变凸函数的3个充要条件,而且将文献[3]中强预不变凸

函数的相应结论推广到强α-预不变凸函数。
考虑下面的优化问题:(P)minF(x),其中F:K→R,K 是关于η和α的α-不变凸集。
定理4 设K 是关于η和α的α-不变凸集,F:K→R关于η和α是强α-预不变凸函数,则(P)的局部最优点

也是其全局唯一的最优点。
证明 1)存在性。设x是关于(P)的局部最优点,则存在关于x的一个邻域Nε(x),不存在x∈K∩Nε(x),

使得

F(x)≤F(x) (13)
如果x不是(P)的全局最优点,则∃x̂∈K,使得F(x̂)<F(x)。又因为F:K→R是强α-预不变凸函数,则存在常

数β>0,∀λ∈(0,1),有

 F(x+λα(x̂,x)η(x̂,x))≤λF(x)+(1-λ)F(x̂)-βλ(1-λ)‖η(x̂,x)‖2<λF(x)+(1-λ)F(x̂)<F(x) (14)
当λ>0且充分小时          x+λη(x̂,x)∈K∩Nε(x) (15)

根据(14)、(15)式得F(x+λη(x̂,x))<F(x),此与(13)式矛盾。

2)唯一性。设x0,x1∈K 为(P)的两相异全局最优点,则F(x0)=F(x1)。由于K 是关于η和α的α-不变凸

集,所以对于∀λ∈[0,1]有x0+λα(x1,x0)η(x1,x0)∈X。又因为F:K→R 是强α-预不变凸函数,所以

F(x0+λα(x1,x0)η(x1,x0))≤λF(x1)+(1-λ)F(x0)-βλ(1-λ)‖η(x1,x0)‖2<F(x0)
这与x0 是(P)的全局最优点矛盾,因此(P)的全局最优点唯一。 证毕

定理5 设K 是关于η和α的α-不变凸集,F:K→R关于η和α是强α-预不变凸函数,则(P)的最优解集是

α-不变凸集。
证明 设x,y是(P)的解,因为K 是关于η和α的α-不变凸集,则对于∀λ∈[0,1]有z=y+λα(x,y)η(x,y)∈

K。又因为F:K→R是强α-预不变凸函数,所以

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)F(y)+λF(x)-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2<F(x)
于是z=y+λα(x,y)η(x,y)∈K 也是(P)的最优解,故(P)的最优解集是α-不变凸集。 证毕
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TheStronglyα-preinvexFunctions

WANGHaiying,FUZufeng
(SchoolofScience,AnshunCollege,AnshunGuizhou561000,China)

Abstract:Oneimportanttypeofgeneralizedconvexfunctionstermedasstronglyα-preinvexfunctionsisstudied.Therelationshipsa-
mongstronglyα-preinvexfunctionsandα-preinvexfunctions,andstrictlyα-preinvexfunctionsandsemistrictlyα-preinvexfunctions

havebeendiscussed.Threeimportanttheoremsofpropertieshaveobtainedforitonthemiddlepointstronglyα-preinvexity.Weal-
sopresenttwoimportantapplicationsintermsofstronglyα-preinvexfunctionsinmathematicalprogramming.Theseresultscom-

pletetheresearchesforthestronglyα-preinvexfunctionstosomeextent.
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