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具有超矩形约束的三次规划的全局最优性条件*

周 雪 刚

(广东金融学院 应用数学系,广州510521)

摘要:研究了一类具有超矩形约束的特殊三次规划问题,利用目标函数的三次上估计函数与下估计函数推导出该问题的

全局最优必要性与充分性条件。首先,构造如下形式的三次上估计函数与下估计函数h(x)=l(x)-l(x)+f(x),其中

f(x)是目标函数,l(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i +12xTQx+(b+(A-Q)x)Tx。接着利用三次上估计函数建立判断一个可行点是

全局最优点的全局最优必要性条件。然后利用三次下估计函数建立判断一个可行点是全局最优点的全局最优充分性条

件:τipi(xi)+τimin{γipi(ui),γipi(vi)}≥0,∀i∈I,τipi(xi)≤0与pi(xi)=0,∀i∈J。一些实例说明了这些全局

最优必要性与充分性条件的有效性与可行性。
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本文主要研究如下具有超矩形约束的三次规划问题 (CP)
min f(x)=∑

n

i=1

1
3αix3

i +12x
TAx+bTx

s.t. x∈D=∏
n

i=1

[ui,vi],x∈R

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

n

,其中

A=(aij)n×n为n 阶实对称方阵,对任意的i=1,2,…,n,αi,ui,vi∈R,ui≤vi,b∈Rn,D 被称为超矩形约束。
全局优化在经济、工程、管理等科学中有广泛的应用,三次规划是一类重要的全局优化问题,三次规划在三

次多项式近似优化、凸规划、工程设计[1-3]等方面有着广泛应用。全局最优化问题的一个主要的困难在于获得一

局部极小点后如何判断该局部极小点是否为全局最优解,而经典的KKT等局部最优性条件只能用来判断一个

可行点是局部极小点,不能用来判断该点是全局最优点,因而全局最优性条件的研究对全局优化问题的研究也

是至关重要的,近年来对一些特殊全局优化问题的全局最优化条件的研究已取得了一些进展[4-8]。
本文首先构造具有超矩形约束的三次目标函数的三次上、下估计函数,接着利用三次上估计函数建立全局

最优必要性条件,然后利用三次下估计函数建立全局最优充分性条件。

1三次估计函数

首先介绍本文后面将要用到的一些基本记号,R表示实线性空间,Rn 表示n 维欧氏空间,对于向量x,y∈
Rn,x≥y⇔xi≥yi(i=1,2,…,n),单位矩阵用E表示,Sn 表示n 阶实对称矩阵,用diag(α1,…,αn)表示对角线元

素为α1,…,αn 的对角矩阵。
定义1 设D∈Rn,如果对任意x∈D 有三次函数h(x):Rn→R满足h(x)≥f(x)且h(x)=f(x),则称三次

函数h(x)是函数f(x)在点x∈D 的三次上估计函数;如果对任意x∈D 有三次函数h(x)满足h(x)≤f(x)且
h(x)=f(x),则称三次函数h(x)是函数f(x)在点x∈D 的三次下估计函数。本文后面构造特殊的三次估计函

数∑
n

i=1

1
3αix3

i +12x
TQx+dTx,其中Q=diag(q1,…,qn)。下面以结论是明显的。

引理1 对∀x∈D,若存在一个实对称矩阵Q使得A-Q是负半定矩阵,设l(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i +12x
TQx+
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(b+(A-Q)x)Tx,则函数h(x)=l(x)-l(x)+f(x)是函数f(x)在D 上关于点x 的三次上估计函数。

引理2 对∀x∈D,如果存在一个实对称矩阵Q使得A-Q是正半定矩阵,设l(x)= ∑
n

i=1

1
3αix3

i +12x
TQx+

(b+(A-Q)x)Tx,则函数h(x)=l(x)-l(x)+f(x)是函数f(x)在D 上关于点x 的三次下估计函数。

为了获得问题(CP)的全局最优性条件,定义如下后文将要用到的符号与函数。设l(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i +

1
2x

TQx+dTx,其中Q=diag(q1,…,qn),d=b+(A-Q)x,并设

pi(xi)=13αi(xi-xi)2+12qi(xi-xi)+(di+qixi+αixixi),ti=-12xi-
3qi

4αi

显然,当αi>0时,ti 是pi(xi)的最小值点,当αi<0时,ti 是pi(xi)的最大值点。设I={i|xi=ui 或者vi},J=
{i|xi∈(ui,vi)}。对∀i∈I,定义

x

⌒

i=
vi,若xi=ui

ui,若xi=v{
i

,γi=
1,若xi=ui

-1,若xi=v{
i

,～τi=γiwi,～xi=
xi,若ti≤ui 与αi>0或ti≥vi 与αi<0或αi=0

x

⌒

i,若ti≤ui 与αi<0或ti≥vi 与αi>0
ti,若ti∈(ui,vi)且αi≠

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

wi=

0,若ti∈(ui,vi),αi<0,xi=ui

0,若ti∈(ui,vi),αi>0,xi=vi

0,若αi=0
1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 其它

,τi=

1,若ti∈(ui,vi),αi<0,xi=ui

1,若ti∈(ui,vi),αi>0,xi=vi

1,若αi=0
0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 其它

对∀i∈J定义

x̂i=
xi,若ti≤ui 与αi>0或ti≥vi 与αi<0或qi≥0与αi=0
ui,若ti∈(ui,xi]与αi>0
vi,若ti∈[xi,vi)与αi<

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

,τ̂i=
1,若ti∈(ui,xi]与αi>0
-1,若ti∈[xi,vi)与αi<0
0,

ì

î

í

ï
ï

ïï 其它

根据文献[7]的推论4可知,当可行点x∈D 是问题(CP)全局最优点,则对∀i∈J,如下5种情况不会发生:
1)ti≥vi,αi>0;2)ti∈(xi,vi),αi>0;3)ti≤ui,αi<0;4)ti∈(ui,xi),αi<0;5)qi<0,αi=0。不失一般性,如果

没有特别声明,下面假设所讨论的x∈D 都不会发生上面5种情况。

2全局最优必要性条件与三次上估计函数

这一节利用三次上估计函数构建问题(CP)的全局最优必要性条件。

定理1 若对任意x∈D存在矩阵Q=diag(q1,…,qn),qi∈R使得A-Q是负半定的,设l(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i+

1
2x

TQx+dTx,其中d=b+(A-Q)x。如果x 是(CP)的全局最优点,则有

～τipi(～xi)+τimin{γipi(ui),γipi(vi)}≥0,∀i∈I (1)

τ̂ipi(x̂i)≤0,pi(xi)=0,∀i∈J (2)
证明 设h(x)=l(x)-l(x)+f(x),由引理1知h(x)是f(x)在x∈D 的三次上估计函数,则对∀x∈D 有

f(x)-f(x)≤l(x)-l(x)=∑
n

i=1

αi

3x
3
i +12xQx+dTx-∑

n

i=1

αi

3x
3
i -12xQx-dTx=∑

n

i=1
pi(xi)(xi-xi)

由于x 是(CP)的全局最优点,所以对 ∀x∈D 有∑
n

i=1
pi(xi)(xi-xi)≥0,这等价于对所有i有下式成立

pi(xi)(xi-xi)≥0,∀xi∈[ui,vi] (3)
否则,存在i0 与xi0

使得(3)式不成立,设取x*=(x*
1 ,…,x*

n ),其中x*
i0=xi0

与x*
i =xi(i≠i0),则有l(x*)-

l(x)=pi0
(xi0
)(xi0-xi0

)<0,与x是(CP)的全局最优点矛盾。下面分3种情况xi=ui、xi=vi 与xi∈(ui,vi)证
明(3)式与条件(1)或(2)等价。
1)设xi=ui,则i∈I且(3)式等价于:对所有的xi∈[ui,vi]有

pi(xi)=13αi(xi-xi)2+12qi(xi-xi)+(di+qixi+αixixi)≥0 (4)
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如果αi>0,则pi(xi)的最小值点为ti。当ti≤ui 时,(4)式成立当且仅当pi(ui)≥0成立。

取 ～x=ui,γi=1,wi=1,～τi=1,τi=0,则pi(ui)≥0等价于(1)式。因此(4)式与(1)式等价。当ti≥vi 时,则

(4)式成立当且仅当pi(vi)≥0成立。设 ～x=vi,γi=1,wi=1,～τi=1,τi=0,则(1)式为pi(vi)≥0,则(4)式等价于

(1)式。当ti∈(ui,vi)时,取 ～x=ti,γi=1,wi=1,～τi=1,τi=0,则(4)式成立当且仅当(3)式成立。因而当αi>0
时,(3)式与(1)式等价。同理可证当αi<0或αi=0时的情况。
2)设xi=vi,则i∈I,类似于上面的证明可得(3)式与(1)式等价。
3)当xi∈(ui,vi)时,则i∈J,则(3)式等价于

pi(xi)≤0,xi∈[ui,xi)

pi(xi)≥0,xi∈(xi,vi
{ ]

(5)

讨论αi>0与ti∈(ui,xi]的情形,其它情形可类似分析。此时(5)式等价于pi(xi)=0与pi(ui)≤0同时成立,即

pi(xi)=0与τ̂ipi(x̂i)≤0,其中τ̂i=1,x̂i=ui,因此(3)式与(2)式等价。 证毕

定义2[10] 设矩阵A∈Sn 对任意i=1,2,…,n满足|aii|≥ ∑
n

j≠i,j=1
aij ,则称该矩阵为对角占优矩阵。

众所周知,主对角线元素非负的对角占优矩阵一定是正半定的。对任意i定义A=diag(a1,a2,…,an),其中

ai=aii+ ∑
n

j≠i,j=1
aij (i=1,2,…,n),设η是A 的最大特征根,设Qλ=λA+(1-λ)(ηE)=diag(q1λ,…,qnλ),其

中λ∈ [0,1],qiλ =λai+(1-λ)η,则有如下结论成立。

定理2 设l(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i+12x
TQλx+dTx,其中d=b+(A-Qλ)x。如果x是(CP)的全局最优点,则有

～τipi(～xi)+τimin{γipi(ui),γipi(vi)}≥0,∀i∈I (6)

τ̂ipi(x̂i)≤0,pi(xi)=0,∀i∈J (7)

其中pi(xi)=13αi(xi-xi)2+12qiλ(xi-xi)+(di+qiλxi+αixixi),ti=-12xi-
3qiλ

4αi
。

证明 根据η定义可知A-ηE 是负半定的,同时A-A 是主对角线元素非负的对角占优矩阵,因此A-A
是负半定的。因而,对任意λ∈[0,1]有A-Qλ 是负半定的,根据定理1可知,如果x 是(CP)的全局最优点,则
(6)式和(7)式必成立。 证毕

例1 考虑如下(CP)问题
min f(x)=∑

3

i=1

1
3αix3

i +12x
TAx+bTx

s.t. x∈D=∏
3

i=1

[-1,1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

,其中α1=1,α2=-3,α3=6,b=

(1,-1,2)T 与A=diag(-1,-2,-3)。该问题有全局最小值点x=(-1,1,-1)T 与局部最小点x1=
(-1,-1,-1)T。简单计算得A=diag(-1,-2,-3),η=-1,因而对所有λ∈[0,1]有Qλ=diag(-1,
-1-λ,-1-2λ),d=(A-Qλ)x+b=(1,-2+λ,4-2λ)T,t1=1.25,t2=-(3+λ)/4,t3=(5+2λ)/8,对于可行

点x有I={1,2,3},定理2中最优必要性条件(6)、(7)式为

～τ1p1(～x1)+τ1min{γ1p1(u1),γ1p1(v1)}=p1(v1)=5.6253 ≥0

～τ2p2(～x2)+τ2min{γ2p2(u2),γ2p2(v2)}=-p2(t2)=4716-
7
8λ-

1
16λ

2≥0

～τ3p3(～x3)+τ3min{γ3p3(u3),γ3pv(v3)}=p3(t3)=18332-
13
8λ-

1
8λ

2≥

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 0

对于可行点x1 有I={1,2,3},d=(A-Qλ)x1+b=(1,-λ,4-2λ)T,t1=1.25,t2=(1-λ)/4,t3=(5+2λ)/8,因
而定理2中最优必要性条件(6)、(7)式为

～τ1p1(～x1)+τ1min{γ1p1(u1),γ1p1(v1)}=p1(v1)=5.6253 ≥0

～τ2p2(～x2)+τ2min{γ2p2(u2),γ2p2(v2)}=min{p2(u2),p2(v2)}=-2<0
～τ3p3(～x3)+τ3min{γ3p3(u3),γ3pv(v3)}=p3(t3)=18332-

13
8λ-

1
8λ

2≥

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0
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3全局最优充分性条件与三次下估计函数

这一节利用三次下估计函数构建问题(CP)的全局最优充分性条件。

定理3 若对∀x∈D存在矩阵Q=diag(q1,…,qn),qi∈R使得A-Q是正半定的,设l(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i+

1
2x

TQx+dTx,其中d=b+(A-Q)x。如果下面2个条件成立

～τipi(～xi)+τimin{γipi(ui),γipi(vi)}≥0,∀i∈I (8)

τ̂ipi(x̂i)≤0,pi(xi)=0,∀i∈J (9)
则x是(CP)的全局最优点。

证明 设h(x)=l(x)-l(x)+f(x),由引理2可知h(x)是f(x)在x∈D 的三次下估计函数,则对任意

的x∈D 有f(x)-f(x)≥l(x)-l(x)=∑
n

i=1
pi(xi)(xi-xi)。类似于定理1的证明,分xi=ui、xi=vi 与

xi∈(ui,vi)3种情况可证明,如果条件(8)、(9)成立,则对任意的i=1,2,…,n与xi∈[ui,vi]有pi(xi)(xi-xi)≥
0成立,即对任意的x∈D 有不等式f(x)-f(x)≥0成立,因而x 是(CP)的全局最优点。 证毕

设 ～A=diag(～a1,～a2,…,～an),其中 ～ai=aii- ∑
n

j≠i,j=1
aij (i=1,2,…,n),设μ是A 的最小特征根,设 ～Qλ=λ～A+

(1-λ)(μE)=diag(～q1λ,…,～qnλ),其中λ∈ [0,1],～qiλ =λ～ai+(1-λ)μ,则有如下结论成立。

定理4 设l(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i +12x
T～Qλx+dTx,其中d=b+(A-～Qλ)x。如果存在λ∈[0,1]使得下面的

条件成立 ～τipi(～xi)+τimin{γipi(ui),γipi(vi)}≥0,∀i∈I (10)

τ̂ipi(x̂i)≤0,pi(xi)=0,∀i∈J (11)

其中pi(xi)=13αi(xi-xi)2+12
～qiλ(xi-xi)+(di+～qiλxi+αixixi),ti=-12xi-

3～qiλ

4αi
。则x是(CP)的全局最优点。

例2 (CP)问题见例1。简单计算可行 ～A=diag(-1,-2,-3),μ=-3,则对任意的λ∈[0,1]有 ～Qλ=

diag(-3+2λ,-3+λ,-3),对 于 可 行 点 x= (-1,1,-1)T 有 I= {1,2,3},d= (A- ～Qλ)x+b=

(-1+2λ,-λ,2)T,t1=11-6λ4
,t2=-5-λ4

,t3=78
,因而有

～τ1p1(～x1)+τ1min{γ1p1(u1),γ1p1(v1)}=p1(v1)=-23+2λ

～τ2p2(～x2)+τ2min{γ2p2(u2),γ2p2(v2)}=-p2(t2)=1+λ≥0
～τ3p3(～x3)+τ3min{γ3p3(u3),γ3pv(v3)}=p3(t3)=438≥

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

因此对于所有的λ∈ 1
3
,é

ë
êê

ù

û
úú1 ,x 满足条件(10)、(11),即x 是全局最优点。对于可行点x1 有I={1,2,3},d=

(A-～Qλ)x+b=(-1+2λ,-2-λ,2)T,t1=11-6λ4
,t2=-1-λ4

,t3=78
,因而

～τ1p1(～x1)+τ1min{γ1p1(u1),γ1p1(v1)}=p1(v1)=-23+2λ

～τ2p2(～x2)+τ2min{γ2p2(u2),γ2p2(v2)}=-p2(t2)=-3-λ<0
～τ3p3(～x3)+τ3min{γ3p3(u3),γ3pv(v3)}=p3(t3)=438≥

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

因此对于所有的λ∈[0,1],条件(10)、(11)式都不成立。

4结论

本文研究具有超矩形约束的一类特殊三次规划问题(CP)的全局最优性条件,首先构造具有超矩形约束的问
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题(CP)的三次上、下估计函数,接着利用三次上估计函数建立全局最优必要性条件,然后利用三次下估计函数

建立全局最优充分性条件,一些实例说明了这些全局最优性条件的有效性与可行性。

参考文献:
[1]CanfieldRA.Multipointcubicsurrogatefunctionforse-
quentialapproximateoptimization[J].Struct Multidiscip
Optim,2004,27(5):326-336.

[2]NesterovY.AcceleratingthecubicregularizationofNew-
tonsmethodonconvexproblems[J].MathProgram,2008,

112(1):159-181.
[3]LinCS,ChangPR,LuhJYS.Formulationandoptimiza-
tionofcubicpolynomialjointtrajectoriesforindustrialro-
bots[J].IEEETransactAutomControlAC,1983,28(12):

1066-1074.
[4]祁云峰,吴至友.混合整数二次规划的全局充分性最优条

件[J].重庆师范大学学报:自然科学版,2010,27(5):1-4.
QiYF,WuZY.Sufficientglobaloptimalityconditionsfor
mixed-integerquadratic minimizationproblem withine-
qualityconstraints[J].JournalofChongqingNormalUni-
versity:NaturalScience,2010,27(5):1-4.

[5]王杉林.一类非凸二次规划问题的全局最优性充分条件

[J].重庆师范大学学报:自然科学版,2008,25(4):5-7.
WangS L.Globaloptimalityconditionsofnon-convex
quadraticproblem withquadraticequalityconstraints[J].

JournalofChongqingNormalUniversit:NaturalScience.
2008,25(4):5-7.

[6]张甲,田志远,李敬玉.一类非凸二次规划问题的全局最优性

条件[J].青岛大学学报:自然科学版,2010,23(3):20-23.
ZhangJ,TianZY,LiJY.Sufficientglobaloptimalitycon-
ditionsforsomenonconvexquadraticprogram problems
[J].JournalofQingdaoUniversity:NaturalScienceEdi-
tion,2010,23(3):20-23.

[7]WangYJ,LiangZ.Globaloptimalityconditionsforcubic
minimizationproblemwithboxorbinaryconstraints[J].
JournalofGlobalOptimization,2010,47(4):583-595.

[8]WuZY,RubinovAM.Globaloptimalityconditionsforsome
classesofoptimizationproblems[J].JournalofMathematical
AnalysisandApplications,2010,145(1):164-185.

[9]ZhouXG,CaoBY.Newglobaloptimalityconditionsfor
cubic minimizationproblem with boxorbivalentcon-
straints[J].PacificJournalofOptimization,2012,8(3):

631-647.
[10]DahlG.Anoteondiagonallydominantmatrices[J].Line-

arAlgebraAppl,2000,317(3):217-224.

OperationsResearchandCybernetics

GlobalOptimalityConditionsforCubicMinimizationoverBoxConstraints

ZHOUXuegang
(DepartmentofAppliedMathematics,GuangdongUniversityofFinance,Guangzhou510521,China)

Abstract:Inthispaper,globaloptimalitynecessaryandsufficientconditionsarepresentedforaclasscubicprogrammingproblems
involvingrectangleconstraintsviacubicoverestimatorsandunderestimators.Firstly,weconstructcubicoverestimatorsandunder-

estimatorsofobjectivefunctionh(x)=l(x)-l(x)+f(x),wheref(x)isobjectivefunctionandl(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i + 12xTQx+

(b+(A-Q)x)Tx.Secondly,byutilizingcubicoverestimators,wepresentsomenecessaryglobaloptimalityconditionsforafeasible
pointtobeaglobalminimizerofcubicprogammingproblemsinvolvingrectangleconstraints.Then,thefollowingsufficientcondi-
tionsareestablishedforafeasiblepointtobeaglobalminimizerofcubicprogammingproblemsusingcubicunderestimators:

～τipi(～xi)+τimin{γipi(ui),γipi(vi)}≥0,∀i∈I,τ̂ipi(x̂i)≤0,pi(xi)=0,∀i∈J.Finally,someexamplesareusedtoillustrateef-
fectivenessandfeasibilityofglobaloptimalityconditions.
Keywords:cubicprogramming;globaloptimalityconditions;cubicoverestimatorsandunderestimators
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