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非Lipshitz一般集值变分不等式的广义投影算法*

李观荣,钟莉萍
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摘要:设K 是实Hibert空间H 的非空闭凸子集,T:H→2H 为集值映象,g:H→H 为单值映象且K ⊂g(H)。所谓一般

集值变分不等式问题,即是指,求x* ∈H,使得g(x*)∈K,w∈T(x*)且<w,g(y)-g(x*)>≥0,∀g(y)∈K。在

求解以上一般集值变分不等式中,投影算法是常用的算法,但是传统的投影算法需集值映象T 关于 Hausdoff距离是

Lipschtz的。首先,在不需要集值映象T 关于 Hausdoff距离是Lipschtz的情况下,建立了求解一般集值变分不等式的广

义投影算法:第0步:取数列 ρ{ }j 使得0<ρj <1,∑
¥

j=0
ρj = +¥,∑

¥

j=0
ρj

2 <+ ¥.取g(x0)∈K,令j:=0。第1步:令

vj∈T(xj),如果vj =0,则停止,此时xj 为问题的解。如果vj≠0,则找wj 使得<vj,g(y)-g(xj)>+<wj,g(y)-g(xj)>≥
0,∀g(y)∈K。如果wj =0,则停止,此时xj 是问题的解;否则,进入第2步。第2步:计算xj+1 使得g(xj+1)=
PK[g(xj)+ρjwj];令j←j+1,回到第1步。然后,在 w{ }j 有界和集值映象T 为g-强伪单调的条件下,证明了由该

算法产生的序列 x{ }j 强收敛于一般集值变分不等式的解。 最后,对广义投影算法作一些修正,保证算法中的序列

w{ }j 是有界的。
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引 言

本文假定 H 是一实Hibert空间,<·,·>,‖·‖分别为 H 上的内积和对应范数。设K 是H 的非空闭凸

子集,T:H→2H 为一集值映象,g:H→H 为一单值映象且K⊂g(H)。所谓一般集值变分不等式问题[1-2],即是

指,求x*∈H,使得g(x*)∈K,w∈T(x*)且

<w,g(y)-g(x*)>≥0,∀g(y)∈K (1)
若问题(1)中的g≡I,其中I为恒同映射,即问题(1)变为集值变分不等式问题[3],即是求x*∈K,使得w∈
T(x*)且 <w,y-x*>≥0,∀y∈K. (2)

近年来,关于变分不等式算法的研究引起了人们极大的兴趣,人们利用各种方法和技术(例如投影技术、辅
助技术、Wiener-Hopf方程、预解算子技术等),建立了各种各样的算法[1-2,4-8],但是这些算法均需要变分不等式

中的非线性映象是Lipshitz连续的。然而在实际中,Lipschitz条件是很难满足的,即使是满足,Lipschitz常数

也不容易计算。
最近,Anh等[3]在去掉Lipschitz条件的情况下给出了问题(2)的广义投影算法,并给出了算法的收敛定

理。受到Anh等[3]的启发,本文在去掉Lipschitz条件的情况下给出了问题(1)的广义投影算法,并给出算法的

收敛定理。同时,在证明该算法的收敛性时,我们仅需要集值映象T 是g-强伪单调的,弱于Anh等[3]文中所

需的强单调条件。本文推广了Anh等[3]文中相关的结论。

1预备知识

现在先介绍几个基本概念及性质。设u为Hilbert空间 H 中的一点,以dK(u)=inf
v∈K
‖v-u‖ 表示u到K
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的距离,则u 到K 的投影PK[u]定义为 PK[u]={u*∈K:dK(u)=‖u-u*‖}。
设K 是H 的非空闭凸子集,x∈K 的正则锥定义为

NK(x)={v∈H:<v,y-x>≤0,∀y∈K}
定义1 集值映象T:H→2H 称为

(i)单调的,当且仅当对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT,<wx-wy,x-y>≥0。
(ii)β-强单调的,当且仅当存在β>0,使得对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT,<wx-wy,x-y>≥β

‖x-y‖2。
(iii)伪单调的,当且仅当对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT,<wy,x-y>≥0⇒<wx,x-y>≥0。
(iv)β-强伪单调的,当且仅当存在β>0使得对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT,

<wy,x-y>≥0⇒<wx,x-y>≥β‖x-y‖2

定义2 设g:H→H 为单值映象,则集值映象T:H→2H 称为

(i)g-单调的,当且仅当对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT,<wx-wy,g(x)-g(y)>≥0。
(ii)g-β-强单调的,当且仅当存在β>0,使得对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT,<wx-wy,g(x)-

g(y)>≥β‖g(x)-g(y)‖2。
(iii)g-伪单调的,当且仅当对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT,<wy,g(x)-g(y)>≥0⇒<wx,g(x)-

g(y)>≥0。
(iv)g-β-强伪单调的,当且仅当存在β>0对所有的(x,wx),(y,wy)∈graphT

<wy,g(x)-g(y)>≥0⇒<wx,g(x)-g(y)>≥β‖g(x)-g(y)‖2。
注1 (i)当g≡I时,定义2变为定义1。
(ii)强单调、单调和伪单调显然有下面的关系:强单调⇒单调⇒伪单调;强单调⇒ 强伪单调⇒ 伪单调。
定义3 设为g:H→H 单值映象,则称g为σ-强单调的,当且仅当存在σ>0,使得对所有x,y∈H,<g(x)

-g(y),x-y>≥σ‖x-y‖2。
定理1 设PK[·]为 H 到闭凸集K 的投影映象,则

‖PK[x]-PK[y]‖≤‖x-y‖,∀x,y∈H
引理1[3] 设 α{ }j

¥

j=0是一非负数列使得对∀j,αj+1≤(1-λ)αj+εj,其中

λj∈ (0,1),∑
¥

j=0
λj=+¥;εj>0,∑

¥

j=0
εj<+ ¥

则lim
x→¥

αj=0。

2主要结果

本节主要给出非Lipschitz一般集值变分不等式的广义投影算法及其收敛定理。
算法1

第0步:取数列ρj 使得0<ρj<1,∑
¥

j=0
ρj=+¥,∑

¥

j=0
ρj
2 <+ ¥。 取g(x0)∈K,令j:=0。

第1步:令vj∈T(xj)。如果vj=0则停止,此时xj 为问题(1)的解。如果vj≠0,则找wj 使

得 <vj,g(y)-g(xj)>+<wj,g(y)-g(xj)>≥0,∀g(y)∈K (3)
如果wj=0,则停止,此时xj 是问题(1)的解。否则,进入第2步。
第2步:计算xj+1使得g(xj+1)=PK[g(xj)+ρjwj]。令j←j+1,回到第1步。
注2:这个算法的一个子问题是找wj≠0满足(3)式。显然vj+wj∈-NK(g(xj))与(3)式成立是等价的。

事实上,当vj+wj∈-NK(g(xj))时,即对∀g(y)∈K,有

<vj+wj,g(y)-g(xj)>≥0
即(3)式成立;反之,当(3)式成立,显然有vj+wj∈-NK(g(xj))。
注3:当g≡I时,则算法1变为Anh等[3]的算法2.1。
注4:当总取wj=-vj 时,则(3)式变为g(xj+1)=PK[g(xj)-ρjvj],算法1即为我们所熟悉的投影算法。
定理2 如果算法1产生的序列 x{ }j 只有有限个元,则最后一项是问题(1)的解。
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证明:如果 x{ }j 只有有限个元,则其必在第1步停止,此时的最后一项是问题(1)的解。
从现在开始,我们假定算法1产生的序列 x{ }j 有无穷个元。
定理3 设T:H→2H 是g-β-强伪单调的集值映象,g:H→H 是σ-强单调单值映象,则由算法1所产生

的序列 x{ }j 满足

‖g(xj+1)-g(xj)‖2≤(1-2βρj)‖g(xj)-g(x*)‖2+ρ2j ‖wj‖2,∀j

其中 x{ }* 是问题(1)的一个解。并且如果序列 w{ }j 有界,0<ρj<12β
,g可逆且g-1连续,则xj→x*。

证明 设x*为问题(1)的一个解。因为g(xj+1)=PK[g(xj)+ρjwj]且g(x*)=PK[g(x*)],故

‖g(xj+1)-g(xj)‖2=‖PK[g(xj)+ρjwj]-PK[g(x*)]‖2≤‖g(xj)+ρjwj-g(x*)‖2=
‖g(xj)-g(x*)‖2+2ρj<wj,g(xj)-g(x*)>+ρj

2 ‖wj‖2 (4)
另外,对于不等式(3),令y=x*则可得 <vj,g(x*)-g(xj)>+<wj,g(x*)-g(xj)>≥0,即

<vj,g(x*)-g(xj)>≥<wj,g(xj)-g(x*)> (5)
因为x*是问题(1)的一个解,故存在w*∈T(x*)使得 <w*,g(xj)-g(x*)>≥0,再由T 的g-强伪单调

性可得 <vj,g(xj)-g(x*)>≥β‖g(xj)-g(x*)‖2,即
<vj,g(x*)-g(xj)>≤-β‖g(xj)-g(x*)‖2 (6)

故由(5),(6)式可得 <wj,g(xj)-g(x*)>≤-β‖g(xj)-g(x*)‖2 (7)
由(4)及(7)式可得    ‖g(xj+1)-g(xj)‖2≤(1-2βρj)‖g(xj)-g(x*)‖2+ρ2j ‖wj‖2。 证毕

取λj=2βρj,αj=‖g(xj)-g(x*)‖。因为0<ρj<12β
,且∑

¥

j=0
ρj=+¥,所以λj∈(0,1),且∑

¥

j=0
λj=+¥。

又因为{‖wj‖}为有界数列且∑
¥

j=0
ρj

2 <+ ¥,故取εj =ρ2j ‖wj‖2,则可得∑
¥

j=0
εj <+ ¥。故由引理1可得

lim
j→¥
‖g(xj)-g(x*)‖=0。因为g-1 存在且连续,故lim

j→¥
‖xj-x*‖=0,即xj→x*(j→ ¥)。

注5 如果g≡I(I为恒同映象),T 为β-强单调的,则定理1变为Anh等[3]的定理2.1。
定理3中 x{ }j 的收敛性需要 w{ }j 是有界的。为了确保 w{ }j 的有界性,我们引进了另外的参数τj,对算法2

作如下的修正。
算法2
第0步:取g(x0)∈K。令j:=0。
第1步:取xj∈T(xj)。 如果vj=0,则停止,此时xj 为问题(1)的解。如果vj≠0,则取ρj∈ (0,1)和

0<τj<min{12βρj
, 1
‖vj‖

},使得∑
¥

j=0
ρjτj=+¥,∑

¥

j=0
ρj

2 <+ ¥。

第2步:取uj∈NK(g(xj)),使得对∀j,‖uj‖≤c(c为常数)。
第3步:找wj 使得τjvj+wj=-uj。如果wj=0则停止,此时xj 为问题(1)的解。否则进入第4步。
第4步:计算xj+1,使得g(xj+1)=PK[g(xj)+ρjwj]。令j←j+1,回到第1步。
注6 算法2中的 w{ }j 显然是有界的。事实上,‖wj‖=‖uj+τjvj‖≤τj‖vj‖+‖uj‖≤1+c。
现在讨论算法2产生的序列的收敛性。假定算法2产生的序列 x{ }j 有无穷个元。
定理4 设T:H→2H 是g-β-强伪单调的集值映象,g:H→H 是σ-强单调单值映象,则由算法2所产生

的序列 x{ }j 满足

‖g(xj+1)-g(xj)‖2≤(1-2βρjτj)‖g(xj)-g(x*)‖2+ρ2j ‖wj‖2,∀j
其中x*是问题(1)的一个解。并且如果g可逆且g-1连续,则xj→x*。

证明 由uj∈NK(g(xj))及τjvj+wj=-uj 可得

<τjvj,g(y)-g(xj)>+<wj,g(y)-g(xj)>≥0,∀g(y)∈K
类似于定理3的证明,可得

‖g(xj+1)-g(xj)‖2≤‖g(xj)-g(x*)‖2+2ρj<wj,g(xj)-g(x*)>+ρj
2‖wj‖≤

‖g(xj)-g(x*)‖2+2ρjτj<vj,g(x*)-g(xj)>+ρj
2‖wj‖≤

(1-2βρjτj)‖g(xj)-g(x*)‖2+ρj
2‖wj‖
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取λj=2βρjτj,αj=‖g(xj)-g(x*)‖。因为0<τj<min{12βρj
, 1
‖vj‖

},且∑
¥

j=0
ρjτj=+¥,所以λj∈(0,

1),且∑
¥

j=0
λj=+¥。又因为 ‖wj{ }‖ 为有界数列且∑

¥

j=0
ρj

2<+¥,故取εj=ρ2j‖wj‖2,则可得∑
¥

j=0
εj<+¥。由引

理1可得lim
j→¥
‖g(xj)-g(x*)‖=0。因为g-1 存在且连续,故lim

j→¥
‖xj-x*‖=0,即xj→x*(j→ ¥)。
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GeneralizedProjectionMethodforNon-LipschitzGeneral
Set-valuedVariationalInequalities

LIGuanrong,ZHONGLiping
(SchoolofMathematicsandComputationalScience,ZhanjiangNormalCollege,ZhanjiangGuangdong524048,China)

Abstract:LetKbenonemptyclosedconvexsubsetofrealHibertspaceH,T:H→2Hbeaset-valuedmapping,g:H→Hbeasingle
mappingsuchthatK⊂g(H).Thegeneralset-valuedvariationalinequalityproblemisgivenasfindingx*∈H,suchthatg(x*)∈
K,w∈T(x*)and<w,g(y)-g(x*)>⩾0,∀g(y)∈K.Theprojectionalgorithmisapopularalgorithmforgeneralset-valuedvar-
iationalinequalities.Butclassicalprojectionalgorithmrequiresthattheset-valuedmappingTisLipschitzwithrespecttotheHaus-
dorffdistance.Firstly,weestablishthegeneralizedprojectionalgorithmforgeneralset-valuedvariationalinequalities,wherethe
set-valuedmappingTisnotnecessarilyLipschitzwithrespecttotheHausdorffdistance.ThealgorithmisgivenasStep0:Choose

asequenceρ{ }j suchthat0<ρj<1,∑
¥

j=0
ρj=+¥,∑

¥

j=0
ρ2j<+¥.Seekg(x0)∈Kandsetj:=0.Step1:Takevj∈T(xj).Ifvj=0,then

terminate:xjsolvestheproblem.Ifvj≠0,thenfindwjsuchthat<vj,g(y)-g(xj)>+<wj,g(y)-g(xj)>⩾0,∀g(y)∈K.Ifwj=
0,thenterminate:xjisthesolution.Otherwise,gotoStep2:Setxj+1suchthatg(xj+1)=PK[g(xj+1)+ρjwj].Letj←j+1,and

gobacktoStep1.Secondly,undertheassumptionsthatthesequencew{ }j isboundedandtheset-valuedmappingTisg-strongly
pseudomonotone,weprovedthatthesequencegeneratedbythegeneralizedprojectionalgorithmstronglyconvergestoasolutionof
thegeneralset-valuedvariationalinequalities.Finally,wemakeamodificationofthegeneralizedprojectionalgorithmtoensurethe
boundnessofthesequencew{ }j .
Keywords:generalset-valuedvariationalinequalities;generalizedprojectionmethod;non-Lipschitzmapping;stronglypseudom-
onotonemapping
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