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重加工具有退化与学习现象的单机批排序问题
*
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摘要:本文对同一台机器下次品工件可重加工生产的问题进行研究。工件要求成批加工,每批包括连续加工的两个子批。

第一子批的工件加工后,一部分工件是按照要求得到的优良品,另一部分工件是次品。次品的工件接着在第二子批重加

工,而次品工件在等待重加工时会产生退化与学习现象,加工完成后得到的工件是优良品。同一子批的工件同时完工,工
件的完工时间是该子批中最后一个工件的完工时间。假设每批生产的工件次品率是相同的。每一批工件开始加工和重

加工时都有安装时间。目标函数是使总安装时间,重加工和库存持续费用最小,并且优良品工件的需求得到满足。对于

该问题的一般情形给出了动态规划算法。接着当批工件的完工时间和批的规模满足一致关系,给出多项时间算法。
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生产作业环境中由于不稳定的工作环境、工人的操作失误和不适当的生产机器等因素都可以导致工件生产

过程中次品的产生。最近对于生产的次品工件重加工成为生产作业领域一种流行的处理次品工件方式。这种

做法使厂商从生产的次品中得到收益,并且减少销毁的费用,同时也环境保护的要求相吻合。优良品工件的加

工和次品工件的重加工的问题属于逆向物流的广义领域。逆向物流是处理供应链中的各种回收过程,是在整个

产品生命周期中对产品和物资的完整的、有效的和高效的利用过程的协调。其目的是减少资源使用,并以此达

到减少废弃物的目标,同时使正向以及回收的物流更有效率,从而提高产品的价值,增进环境保护[1]。在很多生

产作业环境中经常遇到工件的生产和返工作业进程。Inderfurth和Teunter[2]提到工件的生产进程如此整合对

于作业计划和控制问题是个挑战,而次品工件在等待重加工时产生一个退化现象。Flapper和Teunter[3]考虑单

产品的生产线,生产加工和重加工具有相同的机器设备。生产的产品可能是合格品、可以重加工的次品以及不

能重加工的次品。随着时间的推移,次品工件的重加工会产生退化效应,这将增加时间成本和加工成本。他们

考虑一种处理策略以及两种类型的重加工策略。考虑包括生产、重加工、处理、原料的采购和重加工次品的储存

的每单位时间的平均费用。
工业滚珠的生产就是一个现实的例子,滚珠生产的第一步是把熔化的铁水倒入一个模子中,每次生产一批

滚珠。由于铁的成分的多样性和生产设备固有的不稳定性,可能会生产出具有内腔的滚珠,具有如此内腔的滚

珠通常被认为是次品,为了减少生产资料的浪费,次品工件需要重新加工。接着第二步就是把次品工件重新加

热,显然滚珠等待重新加工的时间越长,冷却得越快,随着时间的流逝重新加热熔化滚珠的时间就会变长。为了

提高生产效率,滚珠应该成批生产,每批中的次品立即应该放在一个批中重新加工。
然而由于在加工过程中,工人操作的会逐渐熟练,使得生产效率大大提高,这种现象称为学习效应[4]。最近

Biskup在文献[5]中对于学习效应问题作了一个综述。Wang和Cheng[6-7]研究了具有学习效应与退化现象(退
化因子为开工时间t的线性函数)的单机和流水机环境下有关时间表长、总(加权)完工时间和最大延迟问题并给

出了多项式时间解法。生产和库存控制中对于产生退化的现象研究出现大量的文献(参见Gotal和Giri[8]的综

述)。然而根据最新知识,对于次品工件重加工时,重加工的工件产生退化和学习效应现象还没有研究。接下来
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提供该问题的排序模型,对于一般情形给出动态规划算法。

1模型描述

在单台机器上考虑N 个工件,对于给定的序列,加工在序列第j位置的工件,则称为工件j。所有工件在0
时刻到达。工件j的工期为dj,j=1,2,…,N,不失一般性假设d1≤d2≤…≤dN。工件成批加工,每批工件加工

之前产生一个安装时间s1。工件连续加工,工件之间没有空闲。工件的生产要求经过一个或者两个工序,称为

加工或重加工。每个工件加工后要么是优良品要么是次品,生产的次品工件需要进行第二次加工,即重加工。
假设经过重加工后生产的产品均是优良品。两次加工在同一台机器上完成。当次品工件等待重加工时,由于工

件的等待时间或者机器的磨损和工人操作的熟练会产生退化和学习现象,从而导致了完工时间和费用的改变。

Flapper等[9]指出工业生产中不同作业进程中加入的不同的原材料中可能包含有一些未知的成分,从而导

致了次品的产生,并且次品产生的分布也不均匀。然而充足的历史统计数据表明较为稳妥的估计和确定出每批

生产的产品中相对稳定、相对固定的次品率是有可能的。Inderfurth等[10-11],Teunter和Flapper[12]以及Barket-
au等[13]在这种假设下进行研究的。他们采用的方法是假设每批中的次品工件的百分比是相同的也是已知的。
假设在每一批中包括连续加工的v-1(v≥2)个优良品工件和随后加工的一个次品工件。如果批中存在x个次

品工件,则同时在该批中也存在x(v-1)个优良品工件。进一步N=nv,n是需要重加工次品工件的总数目。事

实上,记1
v

是次品率,即是质量控制方向文献中的不良率或废品率[14]。

给定的批次情况下,所有次品工件的重加工放在该批的最后加工,加工之前有一个安装时间s2,如图1。

图1 次品工件的重加工

Fig.1 Reworkabledefectivejobs

  假设每个工件的加工时间相同,等于1,重加工工件的加工时间是生产工件为次品的完工时间和该次品工件

重加工的开始时间之差与其在重加工时的位置有关的函数。假设工件j是次品工件,其重加工的加工时间为

(p+at)rd,p是非负的常数,a>0是退化率、d<0是学习因子,t是次品j重加工的开工时间和其加工完工时间

的差值,r是次品工件重加工的位置。假设在同一子批的工件同时完工,完工时间是该子批中最后一个工件的完

工时间。
根据最新文献资料整理,对于一般情形下的问题研究还没有涉及。假设机器空闲不被允许,并且一次只能

加工一个工件,工件的加工过程中中断不被允许。由于工件加工时间相同,很容易得到序列中的工件被分批次

加工的工件及随后的重加工的操作所刻画。
本文考虑以下费用:α表示批安装费用,β表示已经完工的工件的存储费用(提前完工费用),γ表示次品工件

的存储费用和重加工费用。
对于给定的工件序列,定义Cj 为工件j的完工时间,SR

j 为工件j重加工时的开始时间。假设S是具有k 批

工件,次品工件集合为Z的序列,这个序列的总费用为

F(S)=αk+β∑
N

j=1

(dj-Cj)+γ∑
j∈Z

(SR
j -Cj)。 (1)

问题是确保在工期之前完成所有工件的加工,并且每个工件加工或者重加工后变成优良品工件,求出

minF(S)。把这个问题表示记为:“RW”。如同一般的工件工期问题一样,位置工期的排序问题也被很多学者研

究,具体参见文献[15-17]。

2一个动态规划方法和一种特殊情形

动态规划方法是解决最优库存控制问题的通用的数学工具。用动态规划方法解决RW 问题的思想为:在部

41 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第31卷



分最优序列完工后,每次迭代增加一批新的工件(对于增加批的规模和批中次品工件数量进行递归分析),考虑

增加的批对目标函数的影响。假设包含b批部分序列S′已经被安排加工,S′中最后一个工件在位置bv 完工的时

间为t。假设增加批的规模为j,然后计算增加批对于目标函数的贡献。jv个优良品工件在它的工期之前完工。
如图2。

图2 优良品和次品工件的加工时间

Fig.2 Theprocessingtimeofgoodqualitydefectivejobs

在位置bv+(i-1)v+1,…,bv+iv-1(i=1,…,j)的优良品工件在时刻t′=t+s1+jv完工,在位置bv+iv(i=
1,…,j)加工的工件(需要重加工)在时刻t″=t′+s2+P(j)完工,其中P(j)是重加工子批的工件的完工时间。增

加的规模为j的子批对于目标函数的贡献为

Δ(j)=α+β(Fq(j)+Fd(j))+γH(j), (2)
其中安装时间的贡献为α,对于已经完工的工件的库存费用中,优良品工件的贡献用Fq 表示;次品工件的贡献用

Fd 表示,为完成的次品工件的库存费用为 H(j),则

Fq=∑
j

i=1
∑
(v-1)

k=1

[dbv+(i-1)v+k-(t+s1+jv)]=∑
j

i=1
∑
(v-1)

k=1
dbv+(i-1)v+k-j(v-1)(t+s1+jv)。 (3)

为了求出Fd,首先计算已完成的次品工件的库存时间和其重加工时的开工时间。hj 表示次品工件j的库存

时间,pj=(p+ahj)rd 为次品工件j的加工时间,其中r为工件在重加工的工件所处的位置,则h1=s2,p1=p+
ah1,pi=(p+ahi)id,hi=hi-1+pi-1,i=2,…,j。

根据归纳法,有hi=∏
i

l=2

[1+a(i-l+1)d]h1+p∑
i

l=2

(i-l+1)d∏
i

k=l+1

[1+a(i-k+1)d],i=2,…,j。

pi=(p+ahi)id =idp+ahiid,则重加工工件所在的子批加工时间:P(j)=∑
j

i=1
pi=∑

j

i=1

(p+ahi)id 。

可以得到增加的规模为j的批工件的完工时间为

T(j)=s1+jv+s2+P(j), (4)
则

Fd(j)=∑
j

i=1

[dbv+iv -(t+T(j)]=∑
j

i=1
dbv+iv -j(t+s1+s2+jv)-jP(j)。 (5)

未完成的次品工件的库存费用对于目标函数产生的贡献为 H(j)=∑
j

i=1
hi。为了确保生产作业排序中增加批是

可行的,则需要检验下述的不等式是否成立

t+s1+jv≤dbv+1, (6) t+T(j)≤dbv+v。 (7)

  由于假设工期按照非减顺序,则(6)、(7)式确保第一、二子批的j(v-1)个优良工件、j次品工件分别在工期

dbv+1、dbv+v之前完工。
对于问题RW的动态规划方法是利用已经完成加工的部分可行批,然后增加一个新的批次的工件,依次递

归。根据上面的讨论将给出动态规划算法。部分序列工件bv的完工时间t,当前已经完工的批的个数r和次品

工件个数b为状态变量。F(t,r,b)表示该状态下的可行序的最小的目标函数值,这里的0≤t≤dN,0≤r≤k(假
设工件分k批加工),0≤b≤n。

由于问题RW的复杂性是未知的。根据(1)~(7)式提供一个拟多项式时间的动态规划算法,则算法如下。
步1,(初始条件)置F(t,r,b)=0,其中(t,r,b)=(0,0,0),F(t,r,b)=¥,其中t=0,1,…,dN,r=1,…,k,b=

0,1,…,n 和(t,k,b)≠(0,0,0)。置t=0,r=0,b=0;
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步2,(递归)对于t=0,1,…,dN,r=1,…,k和b=0,1,…,n,计算

F(t,r,b)= min
j=1,…,b

F(t-T(j),r-1,b-j)+Δ(j),若(6),(7)满足

¥,{ 其他

步3,(最优解的选择)计算最优解的值:F*=min{F(t,k,n)|0≤t≤dN}。如果F*=¥,则对于工期d1,…,

dN 来说,没有适合条件的序列;如果F*≤¥,则利用往回追溯的方法就可以找的最优解。
下面计算该算法的时间复杂性。显然状态变量的时间复杂性为O(n2dN),算法中每个F(t,k,n)的值可在

O(n)时间内得到,计算(6)、(7)式以及验证F(t,k,n)是否满足工期的限制可以在O(nN)时间内完成。则整个算

法的时间复杂性为O(n3dN+nN)。显然该问题不是强NP-难的。
接下来考虑一种特殊情况,并给出一个多项时间算法。假设批工件的完工时间和批的规模满足一致关系,

即对于任意的两个批ji-1,ji,批的规模假定为ji-1,ji。则满足T(ji-1)
ji-1

≤T(ji)
ji

,i=2,…,k。对于给定的序列

S=(j1,…,jk),则该序列的最小目标函数值为F(S)。有下面的定理成立。
定理 对于任意的两个可行序列

S(1)=(j1,…,ji-2,ji-1,ji,ji+1,…,jk),S(2)=(j1,…,ji-2,ji,ji-1,ji+1,…,jk),

其中ji 表示第i批并且该批地规模为ji。可以得到F(S(1))≤F(S(2))⇔T(ji-1)
ji-1

≤T(ji)
ji

。

证明 易知S(1)、S(2)两个序列中批的个数和未完成加工的次品工件的库存费用相等,而其目标函数的对应

部分的费用也相等,除了第ji-1、ji 批外,S(1)、S(2)中的所有完工的工件的库存费用也相同。为了研究的方便,假
设F(m)

q (S)和F(m)
d (S)表示在序列S 中第m 批优良品工件和已经完工的次品工件的库存费用f(S)=F(S)-

H(S),则有f(S(l))=E+β[F
(i-1)
q (S(l))+F(i)

q (S(l))+F(i-1)
d (S(l))+F(i)

d (S(l))],l=1,2,其中E 在序列S(l)中除

了第ji-1、ji 批外,已完工的工件的总费用。假设部分序列j1,…,ji-2,ji-1中包含b个次品工件,它的完工时间

为t,则有

f(S(1))=E+β[F
(i-1)
q (S(1))+F(i)

q (S(1))+F(i-1)
d (S(1))+F(i)

d (S(1))]=

E+β[∑
ji-1

r=1
∑
(v-1)

k=1
dbv+r(v-1)+k-ji-1(v-1)(t+s1+ji-1v)+∑

ji

r=1
∑
(v-1)

k=1
d(b+ji-1)v+r(v-1)+k-ji(v-1)(t+T(ji-1)+s1+jiv)+

∑
ji-1

r=1
dbv+rv -ji-1(t+T(ji-1))+∑

ji

r=1
d(b+ji-1)v+rv -ji(t+T(ji-1)+T(ji))]=a+β[A-vjiT(ji-1)]。

其中A= ∑
(ji-1+ji)v

r=1
dbv+r-(t+s1)(v-1)(ji-1+ji)-(v-1)v(j2i-1+j2i)-t(ji-1+ji)-ji-1T(ji-1)-jiT(ji)。

相似的   f(S(2))=E+β[F
(i-1)
q (S(2))+F(i)

q (S(2))+F(i-1)
d (S(2))+F(i)

d (S(2))]=a+β[A-vji-1T(ji)],
作差可得f(S2)-f(S1)=βv(ji-1T(ji)-jiT(ji-1)),由于 H(S1)=H(S2)则命题得证。 证毕

通过该定理可以得到如果批工件的完工时间和批的规模满足一致关系,则通过一系列相邻批的交换使其满

足定理,可以得到满足目标函数的最优序。因此满足一致条件下,当前排序模型的最优解可以在O(klogk)时间

内得到,其中k是序列中批的个数。

3结论

本文对于次品工件可以重加工的单机批排序问题进行了研究,而重加工的工件会产生退化和学习效应。该

模型共有N 个工件,工期按照从小到大的顺序排列。对于RW问题给出了动态规划算法,当批工件的完工时间

和批的规模满足一致关系,给出多项时间算法。其他有效的解决该问题的算法将是进一步研究的方向。由于

RW问题的复杂性是开放的。因此解决该问题的复杂性也是下一步将要研究的问题。
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BatchSchedulingforDeterioratingandLearningReworkableinSingleMachine

ZHANGXingong,WANGHui,BaiShikun
(SchoolofMathematicalScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Theproblemofschedulingtheproductionofnewandreworkabledefectivejobsinthesinglemachineisstudied.Jobsare

processedinbatches.Eachbatchcomprisestwosub-batchprocessedconsecutively.Inthefirstsub-batch,allthejobsarenewly
manufactured.Someofthejobsareoftherequiredgoodqualityandsomearedefective.Thedefectivejobsarereworkedinthesec-
ondsub-batch.Theydeteriorateandlearnwhilewaitingforreworking,eachreworkabledefectivejobisoftherequiredgoodquali-
ty.Allthejobsinthesamesub-batchcompleteatthesametime,whichiscompletedtimeofthelastjobinthesub-batch.Itis
assumedthatthepercentageofdefectivejobsineachbatchisthesame.Asetuptimeisofrequiredtostartbatchprocessingandto
switchfromworkingandreworking.Theobjectiveistofindbatchsizesuchasthetotalsetup,reworkandinventoryholdingcostis
minimizedandallthedemandsaresatisfied.Dynamicprogrammingalgorithmispresentedforthegeneralproblem.Thenwegivea

polynomialtimealgorithmifprocessingtimeofthebatchanditssizeareagreeable.
Keywords:singlescheduling;batch;reworkable;deterioration;learningeffect
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