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摘要:提出了一类新的向量值映射—D-半预不变真拟凸映射,它是D-预不变真拟凸映射与D-半预不变凸映射的真推

广。首先,给出例子说明半不变凸集、D-半预不变真拟凸映射的存在性;然后,给出了相关集合的稠密性结果以及在下

D-半连续条件下D-半预不变真拟凸映射的判定,并建立了D-半预不变真拟凸映射与D-严格/半严格半预不变真拟凸

映射间的关系;最后,讨论了D-半严格半预不变真拟凸映射在向量优化问题中的一个应用,并举例验证了所得结论的正

确性。
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凸性和广义凸性在管理科学、数理经济和最优化理论中起着非常重要的作用,有关凸性和广义凸性的研究

是数学规划中重要的方向之一。Hanson在1981年给出了一类广义凸函数—不变凸函数,它是凸函数的推

广[1]。其后,一些文献借助于此类函数给出了一些数学规划问题的最优性结果。Ben和 Mond考虑了一类非可

微函数[2],Weir和Jeyakumar将其称为预不变凸函数[3]。Yang和Li在条件C下讨论了预不变凸函数的一些性

质[4]。同年,Yang和Li对严格预不变凸函数与半严格预不变凸函数的关系进行了讨论[5]。1992年,Yang和

Chen提出了半预不变凸函数的概念,这类函数可看作预不变凸函数的真推广,并给出了半预不变凸函数的一些

性质[6]。Peng和Chang提出了G-半预不变凸函数的概念[7],它统一了半预不变凸函数与G-预不变凸函数[8],并
给出了G-半预不变凸函数的重要刻画。Kazmi提出了向量值情形下 D-预不变凸映射的重要概念[9]。然后,

Peng和Zhu[10]给出了向量D-预不变凸映射的性质,并讨论了D-预不变凸性、D-严格预不变凸性和D-半严格

预不变凸性间的关系。之后,一些文献 [10-12,14-15]继续对向量值广义凸映射进行了研究。最近,Fulga和Preda给

出了E-预不变凸性和局部E-预不变凸性的概念,并讨论了在E-预不变凸性和局部E-预不变凸性条件下局部有

效解和全局有效解之间的关系[13]。彭再云等提出了向量D-η-半预不变凸映射的概念,并给出了D-η-半预不变

凸映射的性质与应用[15]。
受文献[6-7,13-15]的启发,本文提出了一类新的向量值广义凸映射—D-半预不变真拟凸映射,它是D-预

不变真拟凸映射[14]和D-半预不变凸映射[15]的真推广。首先,用例子说明了半不变凸集、D-半预不变真拟凸映

射的存在性;然后,给出了D-半预不变真拟凸映射的判定定理,并建立了D-半预不变真拟凸映射与D-严格半

预不变真拟凸映射、D-半严格半预不变真拟凸映射间的关系;最后,讨论了D-半严格半预不变真拟凸映射在一

类隐约束向量优化问题中的应用,并举例验证了所得结论的正确性。本文结果是文献[6-7,12,14-15]中相应结

果的推广。

1定义及例子

本文均假定X,Y 是Rn 的子集,K 是X 中给定的任意非空子集,D 是Y 中的非空点闭凸锥,f:K→Y 是向量
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值映射,D 的对偶锥D*定义为D*={f∈Y*|f(y)≥0,∀y∈D}。为了后面研究的需要,回顾如下的定义。

定义1[2-3] 称集合K 是X 中的不变凸集,若存在向量值映射η:X×X→X(当x≠y时η≠0),使得对∀x,

y∈K,∀α∈[0,1],有y+αη(x,y)∈K。
定义2[14] 设K 是X 中关于η:X×X→X 的不变凸集,称向量值映射f:K→Y 在K 上(关于η)是D-预不

变凸的,如果对∀x,y∈K,∀α∈[0,1],有f(y+αη(x,y)∈αf(x)+(1-α)f(y)-D。
定义3[6,15] 称集合K 是X 中的半不变凸集,若存在向量值映射η:X×X×[0,1]→X(当x≠y时η≠0),使

得∀x,y∈K,∀α∈[0,1],∀λ∈[0,1],有y+αη(x,y,λ)∈K。
定义4[15] 设K 是X 中关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,称向量值映射f:K→Y 在K 上(关于η)

是D-半预不变凸的,如果对∀x,y∈K,∀α∈[0,1],∀λ∈[0,1],有lim
α→0

αη(x,y,λ)=0且f(y+αη(x,y,λ))∈

αf(x)+(1-α)f(y)-D。
下面给出本文将要用到的重要概念。

定义5 设K 是X 中关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,称向量值映射f:K→Y 在K 上(关于η)是

D-半预不变真拟凸的,如果对∀x,y∈K,∀α∈[0,1],∀λ∈[0,1],有f(y+αη(x,y,λ))∈f(x)-D 或

f(y+αη(x,y,λ))∈f(y)-D,其中lim
α→0

αη(x,y,λ)=0。

定义6 设K 是X 中关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,称向量值映射f:K→Y 在K 上(关于η)是

D-半严格(严格)半预不变真拟凸的,如果对∀x,y∈K,f(x)≠f(y)(x≠y),∀α∈(0,1),∀λ∈(0,1),有

f(y+αη(x,y,λ)∈f(x)-intD 或f(y+αη(x,y,λ))∈f(y)-intD,其中lim
α→0

αη(x,y,λ)=0。

注1 D-半预不变真拟凸映射是D-预不变真拟凸映射的真推广,当η(x,y,λ)=η(x,y)(即η与λ无关)时,

D-半预不变真拟凸映射就退化为D-预不变真拟凸映射[12]。

首先通过例1来说明半不变凸集的存在性。

例1 设K=[-1,1],ηx,y,( )λ =

x-y,1≥x≥0,1≥y≥0
x-y,-1≤x<0,-1≤y<0

-12-y+λ
,1≥x≥0,-1≤y<0

-12-y+λ
,-1≤x<0,1≥y≥

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 0

,根据定义3容易验证K 是一个关于

映射η的半不变凸集。

下面通过例2来说明向量值D-半预不变真拟凸映射的存在性。

例2 令 D= (x,y)x≥0,y≥{ }0 ,f(x)= f1(x),f2(x( )),其中 f1 ( )x =- x ,f2 ( )x =-7 x ,

ηx,y,( )λ =

x-y+λ,x≥0,y≥0
x-y-λ,x≤0,y≤0

y-x+λ,x≤0,y≥0

y-x-λ,x≥0,y≤

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

。根据定义3容易验证K=R 是一个半不变凸集,且根据定义5可以验证f是

K 上关于η的D-半预不变真拟凸映射。

下面给出例3来说明D-半严格半预不变真拟凸映射可能既不是关于同一η 的D-半预不变真拟凸映射,也
不是关于同一η的D-严格半预不变真拟凸映射。

例3 令 D= (x,y)x≥0,y≥{ }0 ,f(x)= f1(x),f2(x( )),其中f1(x)=
-12 x ,x ≤1

-12
,x ≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

,f2(x)=
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-2x ,x ≤1
-2,x ≥{ 1

,η=

x-y+λ,x≥0,y≥0
x-y-λ,x≤0,y≤0
x-y+λ,x>1,y<-1
x-y-λ,x<-1,y>1

y-x+λ,-1≤x≤0,y≥0

y-x-λ,-1≤y≤0,x≥0

y-x-λ,0≤x≤1,y≤0

y-x+λ,0≤y≤1,x≤

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï 0

。显然K=R 是关于η 的半不变凸集,由定义6不难验证f

是K 上关于η的D-半严格半预不变真拟凸映射。然而,当x=5,y=-5,α=12
,λ=12

时,有f(y+αη(x,y,λ))=

fæ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 = -18

,-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,f(x)=f(5)= -12

,æ

è
ç

ö

ø
÷-2 =f(y)=f(-5),即

f(y+αη(x,y,λ))∉f(x)-intD 且f(y+αη(x,y,λ))∉f(y)-D
及f(y+αη(x,y,λ))∉f(x)-intD 且f(y+αη(x,y,λ))∉f(y)-intD。

由定义5、定义6知,f在K 上既不是D-半预不变真拟凸映射也不是D-严格半预不变真拟凸映射。

注2 由例2可知D-半预不变真拟凸映射是大量存在的;同时,例3表明D-半严格半预不变真拟凸映射是

与D-半预不变真拟凸、D-严格半预不变真拟凸映射不同的映射。

定义7[14] 称向量值映射f:K→Y 是下D-半连续的(LowerD-semicintinuous),如果对每一个y∈Y,水平

集{x∈K|y∈f(x)+D}是X 中的闭集。

2D-半预不变真拟凸映射的判定定理

文献[15]给出了条件E的定义。

条件E[15] 称向量值映射η:X×X×[0,1]→X 满足条件E,若对∀x,y∈X,α∈[0,1],∀λ∈[0,1],有(E1)

η(y,y+αη(x,y,λ),λ)=-αη(x,y,λ);(E2)η(x,y+αη(x,y,λ),λ)=(1-α)η(x,y,λ)成立。

例4表明满足条件E的向量值映射η是大量存在的。

例4 令K=R,η(x,y,λ)=

x-y,x≥0,y≥0
x-y,x<0,y<0

-12-y
,x>0,y<0

1
2-y

,x<0,y≥0

-1-y+10λ,x=0,y<

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï 0

,根据以上定义,容易验证映射η满足条件E。

下面给出集合A 在区间[0,1]中的一个稠密性结果。

引理1 设K 是X 中的关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,其中η满足条件E。若f:K→Y 满足对

∀x,y∈K,有f(y+η(x,y,λ))∈f(x)-D 且对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],∃α∈(0,1)使得f(y+αη(x,y,λ))∈

f(x)-D或f(y+αη(x,y,λ))∈f(y)-D,则集合

A=γ∈[0,1]fy+γηx,y,( )( )λ ∈f( )x -D 或f(y+γη(x,y,λ))∈f(y)-{ }D
在区间[0,1]中稠密。

证明 由f(y)∈f(y)-D,以及条件f(y+η(x,y,λ))∈f(x)-D 可知0,1∈A。反设A 在区间[0,1]中不

稠密,则存在γ0∈ 0,( )1 和γ0 的邻域N γ( )0 使得N(γ0)∩A=∅。定义γ1=infγ∈A γ≥γ{ }0 ,γ2=sup{γ∈A|

γ≤γ0},则有0≤γ2<γ1≤1。因为 α,(1-α{ })⊂(0,1),所以可选择v1,v2∈A,满足v1≥γ1,v2≤γ2,使得

maxα,(1-α{ })(v1-v2)<γ1-γ2,于是v2≤γ2<γ1≤v1。

令γ-=αv1+(1-α)v2,由条件E,可得
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y+v2ηx,y,( )λ +αηy+v1ηx,y,( )λ ,y+v2ηx,y,( )λ ,( )λ =

y+v2ηx,y,( )λ +αηy+v1ηx,y,( )λ ,y+v1ηx,y,( )λ -v1-v( )2 ηx,y,( )λ ,( )λ =

y+v2ηx,y,( )λ +αηy+v1ηx,y,( )λ ,y+v1ηx,y,( )λ +v1-v2v1 ηy,y+v1ηx,y,( )λ ,( )λ ,æ

è
ç

ö

ø
÷λ =

y+v2ηx,y,( )λ -αv1-v2
v1 ηy,y+v1ηx,y,( )λ ,( )λ =y+v2+αv1-v( )( )2 ηx,y,( )λ =y+γ-ηx,y,( )λ

于是有     f(y+γ-η(x,y,λ))=f(y+v2η(x,y,λ)+αη(y+v1η(x,y,λ),y+v2η(x,y,λ),λ)
则由假设可得

f(y+γ-η(x,y,λ))∈f(y+v1η(x,y,λ))-D 或f(y+γ-η(x,y,λ))∈f(y+v2η(x,y,λ))-D
据v1,v2∈A,则有f(y+v1η(x,y,λ))∈f(x)-D 或f(y+v1η(x,y,λ))∈f(y)-D;f(y+v2η(x,y,λ))∈

f(x)-D 或f(y+v2η(x,y,λ))∈f(y)-D。

于是得到f(y+γ-η(x,y,λ))∈f(x)-D-D⊂f(x)-D 或f(y+γ-η(x,y,λ))∈f(y)-D-D⊂f(y)-D,
即γ-∈A。

如果γ-≥γ0,则γ--v2=αv1+(1-α)v2-v2=α(v1-v2)<γ1-γ2,所以γ-<γ1。而γ-≥γ0 且γ-∈A,这与γ1 的

定义矛盾。如果γ-≤γ0,则γ--v1=αv1+(1-α)v2-v1=(1-α)(v2-v1)>γ2-γ1。所以γ->γ2。而γ-≤γ0 且

γ-∈A,这与γ2 的定义矛盾。故集合A 在[0,1]中稠密。 证毕

引理2[14] ∀q∈D*,q( )d ≥0⇔d∈D。
下面给出下D-半连续假设下D-半预不变真拟凸映射的一个判定定理。

定理1 设K 是X 中的关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,其中η满足条件E。若f:E→Y 是下D-
半连续的且满足对∀x,y∈K,有fy+ηx,y,( )( )λ ∈f( )x -D。则f在K 上是D-半预不变真拟凸映射的充要

条件为:对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],∃α∈(0,1),使得

fy+αηx,y,( )( )λ ∈f( )x -D 或f y+αηx,y,( )( )λ ∈ ( )fy -D (1)

证明 由D-半预不变真拟凸映射的定义可知必要性成立。下证充分性。

由引理1可知,集合A= α∈[0,1]|f(y+αη(x,y,λ))∈f(x)-D 或f(y+αη(x,y,λ))∈f(y)-{ }D 在[0,

1]中稠密。即A
-
⊃[0,1],由于0,1∈A,对任意的α-∈(0,1),存在 α{ }n ⊂A,使得αn→α-(n→¥)。于是有

fy+αnηx,y,( )( )λ ∈f( )x -D 或f y+αnηx,y,( )( )λ ∈ ( )fy -D (2)

即f(x)∈f(y+αnη(x,y,λ))+D 或f(y)∈f(y+αnη(x,y,λ))+D。不妨令集合 N= {y+αnη(x,y,λ)∈K|

f(x)∈fy+αnηx,y,( )( )λ +D},集合M={y+αnη(x,y,λ)∈K|f(y)∈f(y+αnη(x,y,λ))+D}。由f:K→Y
是下D-半连续的可知,N、M 必有一个是X 中的闭集。于是有y+α-ηx,y,( )λ ∈N 或y+α-ηx,y,( )λ ∈M。即有

fy+α-ηx,y,( )( )λ ∈f( )x -D 或f y+α-ηx,y,( )( )λ ∈ ( )fy -D
故f关于η是D-半预不变真拟凸映射。 证毕

注3 定理1中f是下D-半连续的这一条件替换成f 是D-连续的、f是*-下半连续的或f上凸闭时,结
论依然成立。定理1是文献[14]中定理6.2.3的推广,但证明方法不同于定理6.2.3[14]。

3D-半预不变真拟凸映射与D-严格半预不变真拟凸映射的关系

定理2 设K 是X 中关于η:X×X×[0,1]→X 的非空半不变凸集,其中η满足条件E。若向量值映射f:

K→Y 满足:1)f关于η是D-半预不变真拟凸映射;2)存在α∈ 0,( )1 ,对任意的x,y∈K,x≠y,λ∈(0,1)使得

fy+αηx,y,( )( )λ ∈f( )x -intD 或f y+αηx,y,( )( )λ ∈ ( )fy -intD (3)

则f在K 上关于η是D-严格半预不变真拟凸映射。

证明 用反证法。假设f在K 上关于η不是D-严格半预不变真拟凸映射,则存在x,y∈K(x≠y),λ∈(0,

1),α-∈(0,1)使得

fy+α-ηx,y,( )( )λ ∉f( )x -intD 且f y+α-ηx,y,( )( )λ ∉ ( )fy -intD (4)
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选取β1,β2 满足0<β1<β2<1使得α-=αβ1+(1-α)β2。令x=y+β1ηx,y,( )λ ,y=y+β2ηx,y,( )λ ,因为f
是D-半预不变真拟凸的,则有

f( )x =f(y+β1η(x,y,λ))∈f(x)-D 或f ( )x =f(y+β1η(x,y,λ))∈f(y)-D
且 ( )fy =f(y+β2η(x,y,λ))∈f(x)-D 或 ( )f y =f(y+β2η(x,y,λ))∈f(y)-D (5)

由条件E得 y+αηx,y,( )λ =y+β2ηx,y,( )λ +

αηy+β1ηx,y,( )λ ,y+β1ηx,y,( )λ +β2-β( )1 ηx,y,( )λ ,( )λ =

y+β2ηx,y,( )λ +αηy+β1ηx,y,( )λ ,y+β1ηx,y,( )λ +β2-β11-β1η
x,y+β1ηx,y,( )λ ,( )λ ,æ

è
ç

ö

ø
÷λ =

y+β2ηx,y,( )λ -αβ2-β11-β1η
x,y+β1ηx,y,( )λ ,( )λ =

y+β2-αβ2-β( )( )1 ηx,y,( )λ =y+α-ηx,y,( )λ
即y+αηx,y,( )λ =y+α-ηx,y,( )λ 。

综合(3)式可得 fy+α-ηx,y,( )( )λ ∈f( )x -intD 或f y+α-ηx,y,( )( )λ ∈ ( )fy -intD (6)

由D+intD⊂intD 及(5)、(6)式可得

fy+α-ηx,y,( )( )λ ∈f( )x -intD 或f y+α-ηx,y,( )( )λ ∈ ( )fy -intD (7)
(7)式和(4)式矛盾,假设不成立。故f在K 上是D-严格半预不变真拟凸映射。 证毕

由定理1和定理2可得下面的推论。

推论1 K 是X 中关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,其中η满足条件E,设向量值映射f:K→Y 满

足:1)f是下D-半连续的,且对∀x,y∈K,λ∈[0,1]有f(y+ηx,y,λ( ))∈f(x)-D;2)存在α∈(0,1),对任意

的x,y∈K,x≠y,λ∈(0,1)有

f(y+αη(x,y,λ))∈f(x)-intD 或f(y+αη(x,y,λ))∈f(y)-intD
则f在K 上关于η是D-严格半预不变真拟凸映射。

4D-半严格半预不变真拟凸映射与D-半预不变真拟凸映射的关系

定理3 设K 是X 中关于η:X×X×[0,1]→X 的非空半不变凸集,其中η满足条件E。如果向量值映射

f:K→Y 满足:1)对任意的x,y∈K,λ∈[0,1]有f(x)-f(y+η(x,y,λ))∈D;对任意的x,y∈K,α∈[0,1]有

f(x)-f(y+αη(x,y,0))∈D,f(x)-f(y+αη(x,y,1))∈D。2)f 关于η 是D-半严格半预不变真拟凸映射。

3)存在α∈ 0,( )1 ,对任意的x,y∈K,λ∈[0,1]有

f(x)-fy+αηx,y,( )( )λ ∈D 或f(y)-fy+αηx,y,( )( )λ ∈D (8)

则f在K 上关于η是D-半预不变真拟凸映射。

证明 从以下3种情况来进行讨论。

情形1,若f(x)-f(y)∉{0Y}。

由于f在K 上关于η 是D-半严格半预不变真拟凸映射,对∀x,y∈K,β∈(0,1),λ∈(0,1)有f(x)-

f(y+βη(x,y,λ))∈intD⊂D 或f(y)-f(y+βη(x,y,λ))∈intD⊂D。于是结合条件1)可知:对任意的β∈[0,

1],λ∈[0,1]有f(x)-fy+βηx,y,( )( )λ ∈D 或f(y)-fy+βηx,y,( )( )λ ∈D。

情形2,若f(x)-f(y)∈{0Y}。

假设f不是关于η的D-半预不变真拟凸映射,结合条件1),则存在x,y∈K,β∈(0,1),λ∈(0,1)使得

f(x)-f(y+βη(x,y,λ))∉D 且f(y)-f(y+βη(x,y,λ))∉D (9)

于是,存在k*∈D*\{0Y}使得

<k*,f(x)-f(y+βη(x,y,λ))><0且<k*,f(y)-f(y+βη(x,y,λ))><0 (10)

令z=y+βη(x,y,λ),上面的式子可简化为

<k*,f(x)-f(z))><0且<k*,f(y)-f(z))><0 (11)
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1)当0<β<α<1时,令z1=y+β
αη(x,y,λ),由条件E有

y+αη(z1,y,λ)=y+αηy+β
αη(x,y,λ),y+β

αη(x,y,λ)-β
αη(x,y,λ),

æ

è
ç

ö

ø
÷λ =

y+αηy+β
αη(x,y,λ),y+β

αη(x,y,λ)+η(y,y+β
αη(x,y,λ),λ),

æ

è
ç

ö

ø
÷λ =

y-αηy,y+β
αη(x,y,λ),

æ

è
ç

ö

ø
÷λ =y+βη(x,y,λ)=z

综合(8)式可得f(z1)-f(z)∈D 或f(y)-f(z)∈D。
即 <k*,f(z1)-f(z)>≥0或<k*,f(y)-f(z)>≥0 (12)
由(11)式有 <k*,f(z1)-f(z)>≥0 (13)

令m=β
(1-α)

α(1-β)
,因为0<β<α<1,易知m∈(0,1)。由条件E知

z+mη(x,z,λ)=y+βη(x,y,λ)+mη(x,y+βη(x,y,λ),λ)=

y+[β+m(1-β)]η(x,y,λ)=y+β+β
(1-α)æ

è
ç

ö

ø
÷

α η(x,y,λ)=y+β
αη(x,y,λ)=z1

由f(x)-f(z)∉{0Y}及f的D-半严格半预不变真拟凸性,可得

f(x)-f(z1)∈intD 或f(z)-f(z1)∈intD
即 <k*,f(x)-f(z1)>>0或<k*,f(z)-f(z1)>>0 (14)

若<k*,f(x)-f(z1)>>0,由于

<k*,f(x)-f(z1)>=<k*,f(x)-f(z)+f(z)-f(z1)>=<k*,f(x)-f(z)>+<k*,f(z)-f(z1)>>0
再根据(11)式,可得

<k*,f(z)-f(z1)>>0 (15)

于是有<k*,f(z)-f(z1)>>0,此与(13)式矛盾。

2)若0<α<β<1,则β-α
1-α∈

(0,1),令z2=y+β-α1-αη
(x,y,λ)。则由条件E有

z2+αη(x,z2,λ)=y+β
-α
1-αη

(x,y,λ)+αηx,y+β-α1-αη
(x,y,λ),æ

è
ç

ö

ø
÷λ =

y+ β-α
1-α+α1-

β-α
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúα η(x,y,λ)=y+βη(x,y,λ)=z

综合上式及(8)式有f(z2)-f(z)∈D 或f(x)-f(z)∈D。即<k*,f(z2)-f(z)>≥0或<k*,f(x)-f(z)>≥0。
则由(11)式可知

<k*,f(z2)-f(z)>≥0 (16)

令μ= β-α
(1-α)β

,则μ∈(0,1),且

z+(1-μ)η(y,z,λ)=y+βη(x,y,λ)+(1-μ)η(y,y+βη(x,y,λ),λ)=

y+βμη(x,y,λ)=y+β
-α
1-αη

(x,y,λ)=z2

由f(y)-f(z)∉{0Y}及f的η是D-半严格半预不变真拟凸性,有f(z)-f(z2)∈intD 或f(y)-f(z2)∈int
D。
即 <k*,f(y)-f(z2)>>0或<k*,f(z)-f(z2)>>0 (17)

若<k*,f(z)-f(z2)>>0,则有

<k*,f(y)-f(z2)>=<k*,f(y)-f(z)+f(z)-f(z2)>=<k*,f(y)-f(z)>+<k*,f(z)-f(z2)>>0
再由(11)式可得<k*,f(z)-f(z2)>>0。故有<k*,f(z)-f(z2)>>0,这与(16)式矛盾。

情形3,若0<β=α<1,显然(8)式与(9)式矛盾。综上所述,f在K 上关于η是D-半预不变真拟凸映射。

证毕
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5向量D-半预不变真拟凸性在向量优化中的应用

考虑如下的隐约束向量优化问题(VP0)minx∈Kf(x)。首先给出向量优化问题(VP0)解的基本定义。

定义9[15] 令f(K)=∪x∈Kf(x),则

1)称点x∈K 是(VP0)的全局有效解,如果 f(x)-D\0{ }( )Y ∩f(K)=∅;称点x∈K 是(VP0)的局部有效

解,如果存在x的邻域U 使得 f(x)-D\0{ }( )Y ∩f(K∩U)=∅。

2)称x为(VP0)的全局弱有效解,如果x∈K 且 f(x)-int( )D ∩f(K)=∅;称x为(VP0)的局部弱有效

解,如果存在x∈K 及x 的邻域U⊂X,使得 f(x)-int( )D ∩f(K∩U)=∅。
下面给出向量D-半预不变真拟凸型映射在向量优化问题(VP0)中的一个应用。

定理4 设K 是关于η:X×X×[0,1]→X 的不变凸集,向量值映射f:K→Y 关于η是D-半严格半预不变

真拟凸的(或者D-严格半预不变真拟凸的),则:1)(VP0)的任何局部弱有效解为(VP0)的全局弱有效解;2)
(VP0)的任何局部有效解为(VP0)的全局有效解。

证明 只需要证明1),则2)可以类似证明。若x 是(VP0)的局部弱有效解,则存在x∈K 且存在的邻域

U⊂X使得

x∈U 且(f(x)-intD)∩f(K∩U)=∅ (18)

假设x不是(VP0)的全局弱有效解,即(f(x)-intD)∩f(K)≠∅,则存在x0∈K,使得f(x0)∈f(x)-
intD。

因为集合K 是关于η的半不变凸集,且f:K→Y 关于η是D-半严格半预不变真拟凸的(或D-严格半预不

变真拟凸的),所以对任意的α∈(0,1),λ∈(0,1)有x+αη(x,x0,λ)∈K,且f(x+αη(x,x0,λ))∈f(x0)-
intD 或f(x+αη(x,x0,λ))∈f(x)-intD。

当f(x+αη(x,x0,λ))∈f(x0)-intD 时,可得

f(x+αη(x,x0,λ))∈f(x0)-intD⊂f(x)-intD-intD⊂f(x)-intD
所以对任意的α∈(0,1),λ∈(0,1)均有

f(x+αη(x,x0,λ))∈f(x)-intD (19)

而当α充分小时,x+αη(x,x0,λ)∈K∩U,则(19)式与(18)式矛盾。故x是(VP0)的全局弱有效解。 证毕

下面用例5来说明定理4是可行的。

例5 令D={(x,y)|x≥0,y≥0},f(x)=(f1(x),f2(x)),f1(x)=
-12 x ,x ≤1

-12
,x ≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

,f2(x)=

-5x ,x ≤1
-5,x ≥{ 1

,ηx,y,( )λ =

x-y+λ,x≥0,y≥0
x-y-λ,x≤0,y≤0
x-y+λ,x>1,y<-1
x-y-λ,x<-1,y>1

y-x+λ,-1≤x≤0,y≥0

y-x-λ,-1≤y≤0,x≥0

y-x-λ,0≤x≤1,y≤0

y-x+λ,0≤y≤1,x≤

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï 0

。

由定理6容易验证f在K=R 上是D-半严格半预不变真拟凸映射。根据有效解的定义亦可验证x=1是优

化问题(VP0)的一个局部有效解,也是(VP0)的全局有效解,故定理4是可行的。
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Abstract:Aclassofnewvectorvaluedgeneralizedconvexmappings—D-semiprequsai-invexmappings,whichisatruegeneralization

ofD-prequasi-invexmapping[14]andD-semipre-invexmapping[15],isgiveninthispaper.Firstly,examplesaregiventoshowthe

existenceofsemi-invexsetsandD-semiprequasi-invexmappings.Secondly,thedensityresultofcorrespondingsetandacriterionof

D-semiprequasi-invexityundertheconditionofD-lowersemicontinuousaregiven.Then,therelationshipsamongD-semiprequasi-
invexity,D-strictlysemiprequasi-invexityandD-semistrictlysemiprequasi-invexityarediscussed;Finally,animportantapplication

ofD-semiprequasi-invexityinvectoroptimizationproblemisobtained,andsomeexamplesaregiventoillustratetheresults.
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