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Eisenstein判别法及(E,p)型数域的推广
*

陶新恩,宋欣欣,庄媛媛,罗 明

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:Eisenstein判别法是高等代数中判定整系数多项式在有理数域中的可约性的重要方法,其推广形式很多,而最原始

的形式应用代数数论中来定义(E,p)型数域。本文在原来Eisenstein判别法的基础上进行适当地推广,并将已知的(E,

p)型数域也随其判别法的推广而推广,成为广(E,p)型数域,在此基础上研究此数域的性质:给出素数p在广(E,p)型数

域中的素理想分解形式,并且给出了这个素数p的一个重要性质。其次,得到广(E,p)型数域中素数p及相关理想的一

些性质,并给出相应的证明。这样,就推广了原本只讨论最原始定义的Eisenstein判别法及(E,p)型数域的相关性质,使

此理论更加完善。
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(E,p)型数域在代数数论研究中具有重要的作用[1-9],其定义是由Eisenstein判别法得出的。本文将Eisen-
stein判别法稍加推广,即可将(E,p)型数域推广。对推广后的(E,p)型数域进行讨论,得到一些相应的结果。

首先介绍Eisenstein判别法和(E,p)型数域概念。

引理1[1] (Eisenstein判别法)设本原整系数多项f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0∈ [ ]Z x ,且

degf≥1。如果存在素数p,使得p an,p|ai(0≤i≤n-1),p2 a0,则f(x)为 [ ]Z x 中不可约多项式。

定义1[2] ((E,p)型数域)设f(x)=xn+an-1xn-1+…+a1x+a0∈ [ ]Z x ,且degf≥1。p为素数并且p|

ai0≤i≤n( )-1 ,p2 a0。由引理1知f( )x 是 ( )Q x 中的不可约多项式。令ω是f ( )x 的一个根,则n次数域K
=Q( )ω 叫做是对于p 的Eisenstein型数域,简称作(E,p)型数域。

注1 若K=Q( )ω 是(E,p)型数域,则ω的极小多项式的不可约性Eisenstein判别法由素数p判别而得出。

1 Eisenstein判别法的推广

下面将Eisenstein判别法加以推广。

引理2[3] 设本原整系数多项f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0∈ [ ]Z x ,且degf=n≥2。如果存在素

数p,使得p an,p an-1,p|ai(0≤i≤n-2),p2 a0,则f(x)在 [ ]Z x 中有次数≥n-1的不可约多项式因子。

推论1[3-4] 设本原整系数多项f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0∈ [ ]Z x ,且degf=n。如果存在素数

p和整数k1≤k≤( )n ,使得p ak,p|ai(0≤i≤k-1),p2 a0,则f(x)在 [ ]Z x 中必有次数≥k的不可约多项式

因子。

推论1可用数学归纳法证明,这里就不再给出其证明。

2 (E,p)型数域的推广及其性质

设K 为数域,A 为Ok 的非零理想,P 为Ok 的素理想。用VP ( )A 表示A 的素理想分解式中P 的指数(若P
在A 中的分解式中不出现,则令VP ( )A =0)。
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引理3 对每个元素0≠α∈Ok,令VP ( )α =VP αO( )k 。并且规定VP ( )0 =¥,同时规定:对每个n∈Z(Z是整

数集),n<¥,n+¥=¥+n=¥+¥=n ¥=¥n=¥¥=¥。当α,β∈Ok 时,则有:1)VP α( )β =VP ( )α +VP ( )β ,

VP α+( )β ≥min VP ( )α ,VP ( )( )β ;2)若VP ( )α ≠VP ( )β ,则VP α+( )β =min VP ( )α ,VP ( )( )β ;3)设α1,…,αn∈
Ok,n≥2,α1+α2+…+αn=0,记m=min VP α( ){ i |1≤i≤ }n 。则至少有两个不同的下标i和j,使得VP α( )i =
VP α( )j =m。

证明 1)由于 α( )β = ( )α ( )β ,所以就可得到VP α( )β =VP ( )α +VP ( )β 成立。

又因为α+( )β ⊆ ( )α + ( )β ,故VP α+( )β ≥VP ( )α + ( )( )β ,而又因为有结论VP ( )α + ( )( )β =minVP ( )α ,( )( )β ,

所以就有VP α+( )β ≥minVP ( )α ,VP ( )( )β 成立。

2)由于VP ( )α ≠VP ( )β ,故不妨设VP ( )α <VP ( )β 。则由结论1)知VP α+( )β ≥min VP ( )α ,VP ( )( )β =VP ( )α 。

另一方面,( )α ⊆ ( )α + ( )β =α+( )β + ( )β ,故VP ( )α ≥min VP α+( )β ,VP ( )( )β ,由于VP ( )α <VP ( )β ,所以

VP ( )α ≥VP α+( )β 。综上可得VP α+( )β =min VP ( )α +VP ( )( )β 成立。

3)反证法。假设结论不成立,故不妨设只有一个VP α( )1 =m,其余VP α( )i >m 2≤i≤( )n ,故可知 ¥=
VP ( )0 =VP α1+…+α( )n ,但是由结论1)易知m=VP α( )1 <VP α2+…+α( )n ,所以由结论2)可得

¥=VP α1+…+α( )n =min VP α( )1 ,VP α( )2 +…+VP α( )( )n =min m,VP α( )2 +…+VP α( )( )n =m,
得到m=¥,矛盾。所以至少有两个不同的下标i和j,使得VP α( )i =VP α( )j =m。 证毕

下面给出广(E,p)型数域的定义。

定义2 (广(E,p)型数域)设f(x)=xn+an-1xn-1+…+a1x+a0∈ [ ]Z x ,且degf=n≥2。p为素数并且

p an-1,p|ai(0≤i≤n-2),p2 a0。则由引理2可知f(x)在 [ ]Z x 中有次数≥n-1的不可约多项式因子。当

f(x)为 [ ]Z x 上的不可约多项式时,令ω是f ( )x 的一个根,则n次数域K=Q ( )ω 叫做是对于p 的广Eisenstein
型数域,简称广(E,p)型数域。

定理1 设K=Q( )ω 为上述的广(E,p)型数域,则p在K 中的分解为pOk=β
n-1
1 β2,其中β1,β2 是Ok 中的

素理想,并且有p Ok/Z [ ]ω 。

证明 设ω是f(x)=xn+an-1xn-1+…+a0∈ [ ]Z x 的根。故 [K∶ ]Q =n,并设n>2(这是由于二次域有完

善的素理想分解的结论,所以不用纳入(E,p)型数域上来考虑)。令β是K 的素理想且β|p,令e=V
β

( )p 。由于

p|f ( )ω =ωn+an-1ωn-1+…+a1ω+a0=0,故 由 p|ai(0≤i≤n-2)得 p|ωn+an-1ωn-1,于 是 就 有

β|ωn-1 ω+an( )-1 。而β是K 中的素理想,故β|ωn-1或β|ω+an-1。

1)若β|ωn-1,则有n>2,并且ω∈β。故设ω∈β
s
-β

s+1,则s≥1。以tn,tn-1,…,t0 分别表示主理想 ω( )n ,

an-1ωn( )-1 ,…,a1( )ω ,a( )0 中出现的β因子的指数,即

tn=Vβ ω( )n ,tn-1=Vβ an-1ωn( )-1 ,…,t1=Vβ a1( )ω ,t0=Vβ a( )0 。

故可得tn=ns,tn-1= n( )-1s,tn-2≥ n( )-2s+e>e,…,t1≥s+e>e,t0=e。由引理3的结论3)知,tn,tn-1,…,t0
中的最小值至少在两个ti 处达到,这只可能是 n( )-1s=e,故n-1|e。由于e≤n,且 n,n( )-1 =1,所以只能是

e=n-1,s=1。又由n=∑
g

i=1
eifi 可知g=2,其中ei 是分歧指数,fi 是剩余类域次数,g是分裂次数。令β1=β,

e1=e=n-1,f1=1,则必有β2|p,e2=Vβ2 ( )p ,得到e2=1,f2=1。所以可得pOk=β
n-1
1 β2 成立。

2)若β|ω+an-1,可以得到结论β ω。这是因为若β|ω,则由β|ω+an-1可知β|an-1,故an-1∈β∩Z=pZ,于
是可得到p|an-1,这与p an-1矛盾。

下面讨论K 中理想 ( )p + ( )ω 。可直接验证 ( )p + ( )ω 是K 中的一个理想,并且有p∈ ( )p + ( )ω ,ω∈ ( )p +
( )ω ,故由β ω 可得到 β,( )p + ( )( )ω =β,( )( )ω =1。令β是K 中的素理想,并且β|( )p + ( )ω ,则有β|p和β|ω,
所以ω∈β。故β和β均为pOk 的两个不同的素理想因子。令β1=β,β2=β,类似1)的证明方法可得到e1=n-1,

e2=1,g=2,所以仍然有pOk=βn-1
1 β2 成立。

下面证明p Ok/Z [ ]ω 。由于n>2,用反证法。假设p|Ok/Z [ ]ω ,则加法群Ok/Z [ ]ω 中有p 阶元素,

即存在μ∈Ok-Z [ ]ω ,使得pμ=x0+x1ω+…+xn-1ωn-1∈Z [ ]ω ,xi∈Z。由于pOk=βn-1
1 β2,并且由上述的证明
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可知s=1,ω∈β1-β
2
1,并且在1)的情况下有ω∉β2。若不然,则ω∈β2,可用1)中同样的证明方法得到e2=n-1,

故n=2,这与n>2矛盾。从而有

x0+x1ω+…+xn-1ωn-1=pμ∈β
n-1
1 β2⇒x0+x1ω+…+xn-1ωn-1=pμ∈β

n-1
1 ⇒β1|x0⇒x0∈β1∩Z=pZ⇒

p|x0⇒x0∈β
n-1
1 ⇒x1ω∈β

2
1⇒x1∈β1⇒p|x1⇒…⇒p|xn-2⇒xn-1ωn-1∈β

n-1
1 β2⇒xn-1∈β2。

这是由ω∉β2 而得到的)⇒p|xn-1。于是就有μ∈Z [ ]ω ,这与假设μ∉Z [ ]ω 相矛盾,从而得到p|Ok/Z [ ]ω 。

证毕

注2 当n=2时,定理1的结论仍然成立。根据以上证明可知,只要对n=2时p Ok/Z [ ]ω 成立即可。

这是因为当n=2时,f( )x =x2+a1x+a0,K=Q( )ω ,令ω是f ( )x 的另一个根。由于二次域K 是伽罗瓦扩张,

故Q( )ω =Q ( )ω ,而pOk=β1β2,β1|ω,则有结论:β1|ω 且β2|ω 和β1|ω 且β2|ω 不能同时成立。若不然,则有

β1β2|ω和β1β2|ω。故有p|ω和p|ω,于是p2|ωω=a0,这与p2 a0 相矛盾。所以有以下结论。

i)若β2 ω,并且假设p|Ok/Z [ ]ω ,则存在μ∈Ok-Z [ ]ω ,pμ=x0+x1ω∈Z [ ]ω ,故有

x0+x1ω=pμ∈β1β2⇒β1|x0⇒x0∈β1∩Z=pZ⇒p|x0⇒x1ω∈β1β2⇒x1∈β2⇒p|x1
于是就有μ∈Z [ ]ω ,这与假设μ∉Z [ ]ω 相矛盾,从而得到p Ok/Z [ ]ω 。

ii)若设β2 ω,则由上面的证明知β1|ω,所以由i)的证明可知p Ok/Z [ ]ω 。而由于Z [ ]ω ≅Z [ ]ω ,所以

就有Ok/Z [ ]ω ≅Ok/Z [ ]ω 。故 Ok/Z [ ]ω = Ok/Z [ ]ω ,于是就有p Ok/Z [ ]ω 成立。

注3 由于p Ok/Z [ ]ω ,则f(x)=xn+an-1xn-1+…+a0≡xn-1 x+an( )-1 mod( )p ,故有此可得到

pOk=β
n-1
1 β2,并且β1= p,ωn( )-1 ,β2= p,ω+an( )-1 。

通过定理1可以得到广(E,p)型数域的几个性质。

性质1 若K=Q( )ω 是广(E,p)型数域,[K∶ ]Q =n。若n>2,则K/Q 不是数域的伽罗瓦扩张。

证明 反证法。假设K/Q 是数域的伽罗瓦扩张,则由于K=Q( )ω 是广(E,p)型数域,故pOk=β
n-1
1 β2,由此

可得Vβ1 ( )p =Vβ2 ( )p 。所以有n-1=1,即n=2。这与n>2矛盾。所以K/Q 不是数域的伽罗瓦扩张。 证毕

推论2 若K=Q( )ω 是广(E,p)型数域,[K∶ ]Q =n。若n=2,则p ( )d K 。

证明 由于若K=Q( )ω 是广(E,p)型数域,n=2,则pOk=β1β2,故p在K 中不分歧(是完全分裂的),所以

可得p ( )d K 。 证毕

性质2 若K=Q( )ω 是广(E,p)型数域,并且pOk=β
n-1
1 β2,则有限域为Ok/β1≅Ok/β2。

证明 由于由定理1的证明知f1=f2=1,fi 为剩余类域次数。则 Ok/β1∶Z/p[ ]Z =1,Ok/β2∶Z/p[ ]Z =
1。于是又有Ok/β1≅Z/pZ和Ok/β2≅Z/pZ。故有Ok/β1≅Ok/β2。 证毕

性质3 若K=Q( )ω 是广(E,p)型数域,则 ( )p + ( )ω 是K 的素理想。

证明 由于pOk=β
n-1
1 β2,故:1)当n>2时,由定理1的证明可知ω∈β1-β21,ω∉β2。 ( )p + ( )ω 是 ( )p 和

( )ω 的最大公因理想。所以 ( )p + ( )ω =β1,故 ( )p + ( )ω 是K 的素理想。

2)当n=2时,由定理1的注可知β1= p,( )ω ,β2= p,ω+a( )1 。所以 ( )p + ( )ω = p,( )ω =β1,故亦可得 ( )p +
( )ω 是K 的素理想。 证毕

注4 由定理1可进一步得到对于素理想分解pOk=β
n-1
1 β2,n≥2,都有β1|ω,β2 ω。这个结论由性质3容

易得证,这里就不在多加叙述。
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TheGeneralizationofEisensteinCriterionandNumberFieldsof(E,p)-Type

TAOXin’en,SONGXinxin,ZHUANGYuanyuan,LUOMing
(SchoolofMathematics,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Eisensteincriterionisanimportantwayoffindingthereducibilityofintegerpolynomialunderrationalnumberfieldinhigh-

eralgebra,andalsoahotissueinstudyingpolynomial.Ithasagreatmanyformsofgeneralization,andthedefinitionofthenumber

fieldsof(E,p)-Typecomesfromtheprimitivefrom.OnthebasicofEisensteincriterion,thispaperextendsthenumberfieldsof
(E,p)-Type,andthenstudyitsproperties:givethedecompositionofprimeidealtypeinthegeneralizednumberfields.Thespecific

method:proveLemma3andusepoint3,thengetthedecomposedformoftheprimeideal.Andthispapergivethisprimeanim-

portantproperty(refertoTheorem1).Thisisthemaincontentsofthispaper.Besides,byTheorem1anditsproofcanweget

primeundergeneralizednumberfieldsof(E,p)-Typeandsomepropertiesrelatedtoprimeideal.SowecangeneralizeEisenstein

criterionandthenumberfieldsof(E,p)-Typeandgetmorepropertiesandmakethistheorymoreconsummate.

Keywords:Eisensteincriterion;numberfieldsof(E,p)-type;primeideal
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