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h-F 凸函数的一类Hadamard不等式*
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摘要:本文给出了一类新的广义凸函数—h-F 凸函数,它推广了几类已知的广义凸函数,如s凸函数、h凸函数、不变凸函

数和凸函数。本文通过探讨h-F 凸函数的性质并加以利用,在h-F 凸函数满足条件P1、P2 和勒贝格可积的条件下,建立

了h-F 凸函数的 Hadamard不等式和一些等式和不等式性质,它们都是几类已知的广义凸函数的 Hadamard不等式的推

广。

关键词:h-F 凸函数;勒贝格可积;Hadamard不等式

中图分类号:O221.2 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2014)06-0001-04

1预备知识

定义1[1] 设K,J∈Rn,[0,1]∈J,h:J→[0,+¥)且h不恒为0,称f:K→[0,+¥)是h-凸函数,如果∀x,

y∈K,λ∈[0,1],则有f(λx+(1-λ)y)≤h(λ)f(x)+h(1-λ)f(y)。
定义2[2] 称集合K∈Rn 是关于F 的广义凸集,如果存在向量值映射F:K×K×[0,1]→Rn,∀x,y∈I,λ∈

[0,1],则有F(x,y,λ)∈K。
定义3[3] 集合K∈Rn 是关于F 的广义凸集,称f:K→R在 K 上是F-广义凸函数,如果∀x,y∈K,λ∈

[0,1],f(F(x,y,λ))≤λf(x)+(1-λ)f(y)。
在上述定义基础之上[1-10],本文定义了一种新的广义凸函数—h-F 凸函数。
定义4 设K,J∈Rn,[0,1]∈J,h:J→[0,+¥)且h不恒为0,集合K∈Rn 是关于F 的广义凸集,称f:K→

[0,+¥)在K 上是h-F 凸函数,若∀x,y∈K,λ∈[0,1],f(F(x,y,λ))≤h(λ)f(x)+h(1-λ)f(y)。
注1 容易知道h-F 凸函数是所有非负凸函数、非负不变凸函数、非负s凸函数、h凸函数的真推广。
定义5[4] 集合K∈Rn 是关于F 的广义凸集,称F 在K 上满足条件P1、P2,如果∀α,β∈[0,1]且α<β,∀x,

y∈K,(P1)F y,F(x,y,β),1-
αé

ë
êê

ù

û
úúβ
=F(x,y,α);(P2)F x,F(x,y,α),β-α1-

é

ë
êê

ù

û
úúα =F(x,y,β)。

引理1[5] 若 F 在 K 上 满 足 条 件 P1、P2,则∀λ∈[0,1],∀u1,u2∈[0,1],u1≠u2,∀x,y∈K,

F(x,y,λu1+(1-λ)u2)=F[F(x,y,u1),F(x,y,u2),λ]。

2主要结果

定理1 f:K→[0,+¥)在K 上是h-F 凸函数,h∈L[0,1],F 在K 上满足条件P1、P2,∀x,y∈K,x≠y,t∈

[0,1],T:t→f(F(x,y,t))在[0,1]上勒贝格可积,那么当t≠12
时,有
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0
f(F(x,y,t))dt≤ (f(x)+f(y))∫

1

0
h(t)dt。 (1)

证明 f在K 上是h-F 凸函数,则
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∀x,y∈K,λ∈[0,1],f(F(x,y,λ))≤h(λ)f(x)+h(1-λ)f(y)。
上式对λ积分,可得

∫
1

0
f(F(x,y,t))dt≤f(x)∫

1

0
h(t)dt+f(y)∫

1

0
h(1-t)dt。

因为∫
1

0
h(t)dt=∫

1

0
h(1-t)dt,故(1)式中第二个不等式成立。又由f在K 上是h-F 凸函数,有
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(f(z)+f(w)),∀z,w∈K。

在上式中取z=F(x,y,t),w=F(x,y,1-t),得到
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[f(F(x,y,t)+f(F(x,y,1-t))]。

由引理1可知,当t≠12
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上式对t积分,得到    
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[f(F(x,y,t)+f(F(x,y,1-t))]dt,

注意到∫
1

0
f(F(x,y,t))dt=∫

1

0
f(F(x,y,1-t))dt,于是
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综上,有 1
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0
f(F(x,y,t))dt≤ (f(x)+f(y))∫
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0
h(t)dt。 证毕

注2 1)当f是h 凸函数时,定理1可退化为文献[6]中的Hermite-Hadamard不等式

1

2hæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

fa+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤∫
1

0
f(u)du≤ (f(a)+f(b))∫
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0
h(t)dt。

2)当f是凸函数时,定理1可退化为经典的凸函数的Hermite-Hadamard不等式
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f((1-t)a+tb)dt≤f(a)+f(b)
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。

3)当f是s凸函数时,定理1可退化为文献[7]中的结果
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f((1-t)a+tb)dt≤f(a)+f(b)
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。

4)当f是不变凸函数时,定理1可退化为文献[8]中的结果

f2a+η(b,a)æ
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η(b,a)∫
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a
f(x)dx≤f(a)+f(b)

2
。

推论1[2] 若F 在K 上满足∀x,y∈K,λ∈[0,1],u1,u2∈[0,1],F(x,y,u)=F[F(x,y,u),F(x,y,u),λ],

则定理1中t≠12
的限制可以去掉。

引理2 f:K→[0,+¥)在 K 上是h-F 凸函数,F 在K 上满足条件P1、P2,∀x,y∈K,x≠y,t∈[0,1],

T:t→f(F(x,y,t))在[0,1]上勒贝格可积,则∀λ∈[0,1],有

∫
1

0
f(F(x,y,1-t))dt=(1-λ)∫

1

0
f[F(y,F(x,y,1-λ),t)]dt+λ∫

1

0
f[F(x,F(x,y,1-λ),1-t)]dt。

证明 当λ=0或者λ=1时,引理显然成立。下设λ∈(0,1),注意到

F(y,F(x,y,1-λ),t)=F(x,y,(1-t)(1-λ));F(x,F(x,y,1-λ),1-t)=F(x,y,1-tλ)。
于是

∫
1

0
f(F(y,F(x,y,1-λ),t))dt=∫

1

0
f(F(x,y,(1-t)(1-λ))dt, (2)
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∫
1

0
f(F(x,F(x,y,1-λ),1-t))dt=∫
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0
f(F(x,y,1-tλ))dt。 (3)

令u=(1-t)λ+t,则1-u=(1-t)(1-λ),du=(1-λ)dt,(2)式右边可写为

∫
1

0
f(F(x,y,(1-t)(1-λ))dt= 1

1-λ∫
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λ
f(F(x,y,1-u))du。

令v=λt,则1-v=1-λt,dv=λdt,(3)式右边可写为

∫
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0
f(F(x,y,1-tλ))dt=1λ∫
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0
f(F(x,y,1-v))dv。

上两式相加即得
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f(F(x,y,1-s))ds。 证毕

定理2 f:K→[0,+¥)在 K 上是h-F 凸函数,F 在K 上满足条件P1、P2,∀x,y∈K,x≠y,t∈[0,1],

T:t→f(F(x,y,t))在[0,1]上勒贝格可积,则∀λ∈[0,1],有
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h(t)dt。

证明 由定理1,有

1

2hæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

fFy,F(x,y,1-λ),æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 ≤∫

1

0
f(F(y,F(x,y,1-λ),t))dt≤ [f(y)+f(F(x,y,1-λ)]∫

1

0
h(t)dt,

1

2hæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

fFx,F(x,y,1-λ),æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 ≤∫

1

0
f(F(x,F(x,y,1-λ),t))dt≤[f(x)+f(F(x,y,1-λ)]∫

1

0
h(t)dt。

上两式分别乘以(1-λ)和λ,相加即得
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f(F(x,F(x,y,1-λ),t))dt=
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f(F(y,F(x,y,1-λ),t))dt+λ∫
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1

0
h(t)dt≤[(h(1-λ)+λ)f(x)+(h(λ)+(1-λ))f(y)]∫

1

0
h(t)dt。

最后一个不等式由f在K 上的h-F 凸性易得。 证毕

本文给出h-F 凸函数的Hadamard不等式和一些等式和不等式性质,后续工作将继续研究h-F 凸函数的其

他一些性质。
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OnHadamard-typeInequalitiesforh-FConvexFunctions

WANGGuodong
(BasicTeachingDepartment,ChongqingWaterResourcesandElectricEngineeringCollege,YongchuanChongqing402160,China)

Abstract:Inthispaperweintroduceanewclassofgeneralizedconvexfunction—h-Fconvexfunction,itisgeneralizationofseveral
knowngeneralizedconvexfunction,suchass-convexfunction,h-convexfunction,indexfunctionandconvexfunction.Basedon
somegoodpropertiesofh-Fconvexfunction,weuseconditionsP1、P2containedequalityrelationsbetweenthemandthefunctionis
Lebesgueintegrable,Hadamard-typeinequalitiesandsomeotherequalitiesandinequalityofthisclassofgeneralizedconvexfunction
aregiven,whicharegeneralizationsoftheHadamard-typeinequalitiesofsomeconvexfunctions.
Keywords:h-Fconvexfunction;Lebesgueintegrable;Hadamard-typeinequality
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