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半E-预不变凸模糊数值函数的判定*
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摘要:模糊凸性和模糊广义凸性在模糊数学中起着非常重要的作用。并且模糊数值函数是模糊分析学的重要组成部分,
对它的研究在模糊数学的发展中有着举足轻重的地位。本文在模糊分析学的基础上进一步推广预不变凸模糊数值函数,
利用新定义的模糊数值函数上、下半连续性,在一种新序意义下讨论了半E-预不变凸模糊数值函数的若干判定定理。
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1预备知识

模糊凸性和模糊广义凸性在模糊优化理论中扮演着十分重要的角色。模糊数值函数是模糊分析学中的重

要组成部分,所以对它的研究倍受人们的关注。关于模糊映射的凸性、拟凸性、及B-凸性文献[1-3]已有讨论;文
献[4]介绍了预不变凸模糊数值函数。文献[5]提出了E-凸集和E-凸函数的概念,并讨论了实值函数在E-凸集

上的广义凸性问题。文献[6]介绍了在上、下半连续条件下,模糊预不变凸映射的新准则。本文在文献[6]的基

础上把凸性进行推广,利用模糊数值函数的上、下半连续性,讨论了半E-预不变凸模糊数值函数的判定。
定义1[7] 设R为实数集,若μ满足下面的性质:1)μ是正则的,即[μ]1={x∈R;μ(x)=1}≠∅;2)μ是上

半连续的;3)μ是凸的,即∀x,y∈R,∀λ∈[0,1],有μ(λx+(1-λ)y)±min{μ(x),μ(y)};4)μ是支撑supp(μ)=
{x∈R;μ(x)≻0}和它的闭包cl(supp(μ))都是紧的;则称映射μ:R→[0,1]是一个模糊数。

定理1[8] 若μ∈F,则μ*(α)和μ*(α)为[0,1]上的函数,且满足下面4个条件:1)μ*(α)在[0,1]上是非减

函数,2)μ*(α)在[0,1]上是非增函数,3)μ*(α)和μ*(α)是有界的,在(0,1]上左连续,在α=0右连续,4)μ*(α)≤

μ*(α)。反之,如果函数μ*(α)和μ*(α)在[0,1]上满足条件1)~条件4),则存在一个模糊数μ∈F使得[μ]α=
[μ*(α),μ*(α)](α∈[0,1])。记

V={(u*(α),u*(α),α)|0≤α≤1,u*:I→R,u*:I→R是有界函数};

V̂={(u*(α),u*(α),α)|0≤α≤1,u*(α),u*(α)是Lebesgue可积的};

F={(u*(α),u*(α),α)|0≤α≤1,u*(α)单调不减,u*(α)单调不增,均左连续且在α=0处右连续}

定义2[8] 设μ,ν∈V̂,μ={(μ*(α),μ*(α),α)|0≤α≤1},ν={(μ*(α),μ*(α),α)|0≤α≤1}},称

μ≤ν,如果∫
1

0
f(α)(μ*(α)+μ*(α))dα≤∫

1

0
f(α)(ν*(α)+ν*(α))dα。

对于模糊数值函数F(x)={(F*(α),F*(α),α)|0≤α≤1)},记TF(x)=∫
1

0
f(α)(F*(α)+F*(α))dα,其中f

为[0,1]上单调不减的非负函数,满足f(0)=1且∫
1

0
f(α)dα=12

。f可以理解为权重函数,单调不减保证了越是

接近模糊数的核的水平截集,在序关系的确定中作用越大。特别地,当f(α)=α时,退化为文献[9]中的序关系。
定义3[10] 设S(⊂Rn)是关于η:S×S→Rn 的不变凸集,若存在映射E:Rn→Rn,对任意的x,y∈S 及λ∈

[0,1],有E(y)+λη(E(x),E(y))∈S,则称S为E-不凸集。显然,由定义可知E(S)⊆S。
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定义4[3] 设S(⊂Rn)为开集,模糊数值函数F:S→F可以表示为F(x)={(F*(α),F*(α),α)|0≤α≤1)}。若

∂
∂xi

F*(α,x),∂∂xi
F*(α,x)(i=1,2,…,n)连续,则F(x)在S 上可微,称▽F(x)= ∂

∂x1F
(x),∂∂x2F

(xé

ë
êê ),…,

∂
∂xn

F(x ù

û
úú)为F(x)的梯度。

定义5 设F:S→F为模糊数值函数,S(⊂Rn)是关于η:S×S→Rn 的不变凸集,若存在映射E:Rn→Rn,对
任意的x,y∈S及λ∈[0,1],有E(y)+λη(E(x),E(y))∈S,且TF(E(y)+λη(E(x),E(y)))⪯λTF(x)+(1-λ)TF(y),则称F
为半E-预不变凸模糊数值函数。

当E(x)=x且E(y)=y时,半E-预不变凸模糊数值函数退化成预不变凸模糊数值函数。
定义6 设S 为E-不凸集,F:S→F为模糊数值函数,且x0∈S,1)若∀ε>0,∃δ>0,使得∀x∈S 且

‖x-x0‖<δ时,TF(E(x))⪯TF(E(x0))+ε,则称F在S上上半连续;2)若∀ε>0,∃δ>0,使得∀x∈S且‖x-x0‖<δ
时,TF(E(x0))⪯TF(E(x))+ε,则称F 在S 上下半连续。

定义7 设S(⊂Rn)是关于η:S×S→Rn 的不变凸集,称η满足条件C是指:对任意的x,y∈S及t∈[0,1]
都满足条件:i)η(E(y),E(y)+tη(E(x),E(y)))=-tη(E(x),E(y)),ii)η(E(x),E(y)+tη(E(x),E(y)))=
(1-t)η(E(x),E(y))。

2主要结论

受文献[6]的启发,下面给出预不变凸模糊数值函数的判定定理。
引理1 设F:S→F为模糊数值函数,S(⊂Rn)是关于η:S×S→Rn 的E-不变凸集,η满足条件C。∀x,y∈

S满足          TF(E(y)+η(E(x),E(y)))⪯TF(x),TF(E(x)))⪯TF(x)。 (1)
若存在t∈(0,1),使得对∀x,y∈S 有TF(E(y)+tη(E(x),E(y)))⪯tTF(E(x))+(1-t)TF(E(y)),则集合 A={λ∈[0,1]|
TF(E(y)+λη(E(x),E(y)))⪯λTF(x)+(1-λ)TF(y),∀x,y∈S}在[0,1]上是稠密的。

证明 当λ=0时,有TF(E(y)))≤TF(y)。当λ=1时,有TF(E(y)+η(E(x),E(y)))≤TF(x)。易见0,1∈A。
假设A 在[0,1]上不稠密,则存在λ0∈[0,1],使得        N(λ0)∩A=∅。 (2)

定义      λ1=inf{λ∈A|λ≥λ0},      (3)      λ2=sup{λ∈A|λ≤λ0}。 (4)
由(2)式知0≤λ2<λ1≤1,又{t,1-t}∈(0,1),故可取μ1,μ2∈A 且μ1≥λ1,μ2≥λ2,使得

max{t,1-t}(μ1-μ2)<λ1-λ2, (5)
则μ2≤λ2<λ1≤μ1。记λ=tμ1+(1-t)μ2,由已知可得,对∀x,y∈S有

E(y)+μ2η(E(x),E(y))+tη(E(y)+μ1η(E(x),E(y)),E(y)+μ2η(E(x),E(y)))=E(y)+μ2η(E(x),E(y))+
tη(E(y)+μ1η(E(x),E(y)),E(y)+μ1η(E(x),E(y))-(μ1-μ2)η(E(x),E(y)))=E(y)+μ2η(E(x),E(y))+

tηE(y)+μ1η(E(x),E(y)),E(y)+μ1η(E(x),E(y))+μ
1-μ2
μ1 η(E(y),E(y)+μ1η(E(x),E(y

æ

è
ç

ö

ø
÷)))=

E(y)+μ2ηE(x),E(y))-tμ1-μ2
μ1 η(E(y),E(y)+μ1η(E(x),E(y

æ

è
ç

ö

ø
÷))=

E(y)+[μ2+t(μ1-μ2)]η(E(x),E(y))=E(y)+λη(E(x),E(y))。
由(1)式及μ1,μ2∈A 知

TF(E(y)+λη(E(x),E(y)))=TF(E(y)+μ2η(E(x),E(y))+tη(E(y)+μ1η(E(x),E(y)),E(y)+μ2η(E(x),E(y))))⪯tTF(E(y)+μ1η(E(x),E(y))+(1-t)TF(E(y)+μ2η(E(x),E(y))
⪯

t[μ1TF(E(x))+(1-μ1)TF(E(y))]+(1-t)[μ2TF(E(x))+(1-μ2)TF(E(y))]⪯t[μ1TF(x)+(1-μ1)TF(y)]+
(1-t)[μ2TF(x)+(1-μ2)TF(y)]=λTF(x)+(1-λ)TF(y),

因此λ∈A。
若λ≥λ0,由(5)式得λ-μ2=t(μ1-μ2)≤λ1-λ2,从而λ≤λ1。这与(3)式矛盾;若λ≤λ0,由(4)式得μ1-λ=

(1-t)(μ1-μ2)≤λ1-λ2,从而λ≥λ2。这与(4)式矛盾。故A 在[0,1]上是稠密的。 证毕

定理2 设F:S→F为模糊数值函数,S(⊂Rn)是关于η:S×S→Rn 的E-不变凸集,η满足条件C且‖η‖≤
¥。F 在S 上上半连续且∀x,y∈S满足TF(E(y)+η(E(x),E(y)))⪯TF(x),TF(E(x)))⪯TF(x),若存在t∈(0,1),使得对∀x,

y∈S有TF(E(y)+tη(E(x),E(y)))⪯tTF(x)+(1-t)TF(y),则F 是半E-预不变凸的。
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证明 假设F不是半E-预不变凸的,则存在x,y∈S,λ∈(0,1),使得TF(E(y)+λη(E(x),E(y)))≻λTF(x)+(1-λ)TF(y)。
记Z=E(y)+λη(E(x),E(y)),A={λ∈[0,1]|TF(E(y)+λη(E(x),E(y)))⪯λTF(x)+(1-λ)TF(y),∀x,y∈S},由引理1
知A 在[0,1]中稠密,故存在序列{λn},λn∈A 使得λn→λ(n→¥)。

定义E(yn)=E(y)+ λ-λn

1-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
η(E(x),E(y)),于是‖E(yn)-E(y)‖= λ-λn

1-λn
η(E(x),E(y))→0(n→¥)。

因为S是开不变凸集,所以当n充分大时,有yn∈S。由条件C,有

E(yn)+λnη(E(x),E(yn))=E(y)+ λ-λn

1-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
η(E(x),E(y))+λnη(E(x),E(y)+

λ-λn

1-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
η(E(x),E(y)))=

E(y)+ λ-λn

1-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
η(E(x),E(y))+λn 1- λ-λn

1-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

n
η(E(x),E(y))=E(y)+λnη(E(x),E(y))+

λ-λn

1-λn
-λ-λn

1-λn
λé

ë
êê

ù

û
úún η(E(x),E(y))=E(y)+λη(E(x),E(y))=Z。

由F 在S 上的上半连续性知,∀ε>0,∃N>0,s.t.当n>N 时,有TF(E(yn))⪯TF(E(y))+ ε
1-λ

,n>N,又λn∈

A,于是TF(Z)=TF(E(yn)+λnη(E(x),E(Yn)))⪯λnTF(x)+(1-λn)TF(yn)⪯λnTF(x)+(1-λn)TF(y)+(1-λn)ε
1-λ

。因为ε是

任意小的正数,所以当n→¥时有F(Z)⪯λTF(x)+(1-λ)TF(y)。这与假设矛盾,因此F 是半E-预不变凸的。
证毕

定理3 设F:S→F为模糊数值函数,S(⊂Rn)是关于η:S×S→Rn 的非空E-不变凸集,η满足条件C且

‖η‖≤¥。F 在S 上下半连续且∀x,y∈S满足TF(E(y)+η(E(x),E(y)))⪯TF(x),TF(E(x))⪯TF(x)。若存在t∈(0,1),使
得对∀x,y∈S有TF(E(y)+tη(E(x),E(y)))⪯tTF(x)+(1-t)TF(y),则F 是半E-预不变凸的。

证明 假设F不是半E-预不变凸的,则存在x,y∈S,λ∈(0,1),使得TF(E(y)+λη(E(x),E(y)))≻λTF(x)+(1-λ)TF(y),
记E(xt)=E(y)+tη(E(x),E(y)),t∈(λ,1],B={xt∈S|t∈(λ,1],TF(E(xt))=TF(E(y)+tη(E(x),E(y)))⪯tTF(x)+(1-
t)TF(y)},μ=inf{t∈(λ,1]|xt∈B}易见,x1∈B,xλ∉B,那么由实数的稠密性和下确界的定义,有xt∉B,λ≤t<
u,且存在数列{tn},tn≥u,xtn∈B 使得,tn→u,n→¥。所以

‖E(xu)-E(xtn
)‖=‖E(y)+uη(E(x),E(y))-E(y)-tnη(E(x),E(y))‖=|u-tn|‖η(x,y)‖→¥,n→¥。

由于F 在S 上是下半连续的,因此TF(E(xμ
))⪯TF(E(xn))+ε⪯tnTF(x)+(1-tn)TF(y)+ε。因为ε是任意小的正

数,当n→¥,因此TF(E(y)+μη(E(x),E(y)))≤μTF(x)+(1-μ)TF(y)。因此xu∈B。
同理,记           E(yt)=E(y)+tη(E(x),E(y)),t∈[0,λ),

D={yt∈S|t∈[0,λ),TF(E(yt))=TF(E(y)+tη(E(x),E(y)))⪯tTF(x)+(1-t)TF(y)},

ν=sup{t∈[0,λ)|yt∈D}。
易见,y0∈D,yλ∉D,那么yt∉D,ν<t≤λ,且存在{tn},tn≤ν,ytn∈D,使得tn→ν,n→¥,所以

‖E(yν)-E(ytn
)‖=‖E(y)+νη(E(x),E(y))-E(y)-tnη(E(x),E(y))‖=|ν-tn|‖η(x,y)‖→¥,n→¥。

由于F 在S 上是下半连续的,因此TF(E(yn))⪯TF(E(ytn)
)+ε⪯tnTF(x)+(1-tn)TF(y)+ε。因为ε是任意小的正

数,当n→¥,因此TF(E(y)+νη(E(x),E(y)))⪯νTF(x)+(1-ν)TF(y)。因此yν∈D。
由μ,ν的定义知,0≤ν<λ<μ≤1。根据条件i)和条件ii),对∀λ∈[0,1],有

E(xu)+λη(E(yν),E(xμ))=E(y)+μη(E(x),E(y))+λη(E(y)+νη(E(x),E(y)),E(y)+μη(E(x),E(y)))=
E(y)+μη(E(x),E(y))+λη(E(y)+νη(E(x),E(y)),E(y)+νη(E(x),E(y))+(μ-ν)η(E(x),E(y)))=

E(y)+μη(E(x),E(y))+λη(E(y)+νη(E(x),E(y)),E(y)+νη(E(x),E(y))+μ
-ν
ν η(E(y),E(y)+

νη(E(x),E(y))))=E(y)+μη(E(x),E(y))-λμ-ν
ν η(E(y),E(y)+νη(E(x),E(y))))=E(y)+

μη(E(x),E(y))+λ(ν-μ)η(E(x),E(y))=E(y)+[μ+λ(ν-μ)]η(E(x),E(y))=E(y)+
[λν+(1-λ)μ]η(E(x),E(y))。

由μ,ν的定义,对∀λ∈[0,1],有
TF(E(xu)+λη(E(yν),E(xμ

)))=TF(E(y)+[λν+(1-λ)μ]η(E(x),E(y)))≻[λν+(1-λ)μ]TF(x)+[1-λν-(1-λ)μ]TF(y)=
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λ[νTF(x)+(1-ν)TF(y)]+(1-λ)[μTF(x)+(1-μ)TF(y)]±λTF(yν)+(1-λ)TF(xμ
)

这与已知矛盾,因此F 是半E-预不变凸的。 证毕

定理4 设F:S→F为模糊数值函数,S(⊂Rn)是关于η:S×S→Rn 的E-不变凸集,η满足条件C且F 可微,
且∀x,y∈S满足TF(E(x))-TF(E(y))±TÑF(y)η(E(x),E(y)),TF(E(x)))⪯TF(x),则F 是半E-预不变凸的。

证明 设x,y∈S,λ∈(0,1),E(y)=E(y)+λη(E(x,E(y))),则y∈S。由于F 可微且满足

TF(E(y))-TF(E(y))±TÑF(y)η(E(y),E(y)),TF(E(x))-TF(E(y))±TÑF(y)η(E(x),E(y))

于是  λTF(E(x))+(1-λ)TF(E(y))±λTF(E(y))+λTÑF(y)η(E(x),E(y))+(1-λ)TF(E(y))+(1-λ)TÑF(y)η(E(y),E(y))=
TF(E(y))+λTÑF(y)η(E(x),E(y))+(1-λ)TÑF(y)η(E(y),E(y))。

由于η满足条件C,所以η(E(x),E(y))=η(E(x),E(y)+λη(E(x,E(y)))=(1-λ)η(E(x),E(y)),

η(E(y),E(y))=η(E(y),E(y)+λη(E(x,E(y)))=-λη(E(x),E(y))。
由于  λTÑF(y)η(E(x),E(y))+(1-λ)λTÑF(y)η(E(y),E(y))=λTÑF(y)(1-λ)η(E(x),E(y))+(1-λ)TÑF(y)(-λ)η(E(x),E(y))=

λ(1-λ)TÑF(y)η(E(x),E(y))-λ(1-λ)TÑF(y)η(E(x),E(y))=0。
从而          λTF(x)+(1-λ)TF(y)⪰TF(y)⪰TF(E(y))=TF(E(y)+λη(E(x,E(y))))。
由于TF(E(x)))⪯TF(x),TF(E(y)+λη(E(x),E(y)))⪯λTF(E(x))+(1-λ)TF(E(y))⪯λTF(x)+(1-λ)TF(y),则F 是半E-预不变

凸的。 证毕
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Semi-E-preinvexFuzzy-valuedFunctionsJudgeTheorems

ZHANGZhen1,2,LIUXuewen2

(1.GuangdongExperimentalNanhaiSchool,FoshanGuangdong528241;

2.SchoolofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Fuzzyconvexityandfuzzygeneralizedconvexityplayaveryimportantroleinfuzzyoptimizationtheory.Fuzzy-valuedfunc-
tionsisimportantpartsofFuzzyanalysis,Researchonithasholdsanimportantplaceinthedevelopmentoffuzzymathematics.In
thispaper,onthebasisoffuzzyanalysisfurtherpromoteconstantconvexfuzzy-valuedfunction.Thispaperbasedontheorderingof
newfuzzynumbersproposedbyGoetschel,thedefinitionofupper(lower)semicontinuityoffuzzy-valuedfunctionisgiven,and
somejudgetheoremsareobtained.
Keywords:semi-E-preinvex;fuzzy-valuedfunctions;uppersemicontinuity;lowersemicontinuity.
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