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关于Diophantine方程kx4-(2k+4)x2y2+ky4=-4
*
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摘要:利用Pell方程及同余的性质给出了Diophantine方程G:kx4-(2k+4)x2y2+ky4=-4仅有整数解(|x|,|y|)=
(1,1)的充分条件。证明了:1)若k≢12(mod16),则Diophantine方程G仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1);2)若k=4m,m≡
3(mod4),且2 s或s≡0(mod4),t≡3,5(mod8)或s≡2(mod4),t≡1,7(mod8),则Diophantine方程G仅有整数解(|x

|,|y|)=(1,1),这里s+t m 是Pell方程x2-my2=1的基本解。
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1主要结论

Diophantine方程

ax4+bx2y2+ay4=n (1)
是二元四次不定方程的基本类型之一。

早在50多年前,Erdös、Grahm和Selfridge[1]就曾证明:若a=c=1,b=-4,|n|≤100,则仅当n∈{-47,

-32,-2,1,16,46,81}时,方程(1)有整数解。后来只有一些零散的结果[2-4]。
本文利用Pell方程及同余的性质给出以下一般性的结果。
定理1 若k≢12(mod16),则Diophantine方程

kx4-(2k+4)x2y2+ky4=-4 (2)
仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。

定理2 若k=4m,m≡3(mod4),且Pell方程x2-my2=1的基本解s+t m 满足下列条件之一,则方程

(2)仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1):1)2 s;2)s≡0(mod4),t≡3,5(mod8);3)s≡2(mod4),t≡1,7(mod8)。
推论 若a,b是正整数,且具有下列形状之一,则方程(2)仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1):1)m=

4a2(4b-1)2+4b-1;2)m=4a2(4b-3)2-4b+3;3)m=(2a-1)2(2b-1)2+4b-2,其中b≡0(mod2),a≡2,

3(mod4)或b≡1(mod2),a≡0,1(mod4);4)m=(2a-1)2 (2b-1)2-4b+2,其中b≡0(mod2),a≡0,

1(mod4)或b≡1(mod2),a≡2,3(mod4)。

2主要引理

引理1[5-6] 设D 是一个非平方的正整数,则方程

x2-Dy4=1 (3)
至多有2组正整数解(x,y)。如果(3)式恰有两组正整数解,则当D=24s×1785,其中s∈{0,1}时,(x1,y1)=
(169,21-s)且(x2,y2)=(6525617281,21-s×6214);当D≠24s×1785时,(x1,y1)=(u1,v1)且(x2,y2)=
(u2,v2),这里(un,vn)是Pell方程U2-DV2=1的正整数解。如果方程(3)式仅有1组正整数解(x,y)且正整
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数n适合(x,y2)=(un,vn),则当n是偶数时,必有n=2;当n是奇数时,必有n=1或p,这里p 是适合p≡
3(mod4)的素数。

引理2 设D 是一个非平方的正整数,且方程U2-DV2=1的基本解为s+t D,则有

un+2=2sun+1-un,u0=1,u1=s;vn+2=2svn+1-vn,v0=0,v1=t。

引理3[7] 设ξ,η是正整数,满足方程x2-Dy2=1(D 是一个非平方的正整数),且ξ>
1
2η

2-1,则ξ+η D

是方程的基本解。

3定理的证明

证明(定理1) k=0,结论显然成立。
下设k=2l·m,l≥0,l≠2,2 m,或k=4m,m≡1(mod4)。
情形1,1)当l=0时,k=m。由于2|m(x4+y4),2 m,故x,y同奇同偶。令|x|=|s+t|,|y|=|s-t|,这

里s,t都是整数,代入(2)式整理得

s4-(4m+2)s2t2+t4=1。 (4)
若m<0,则由(4)式得s=0,t=±1或t=0,s=±1,结论成立。
若m>0,将(4)式写成

A2
n-4m(m+1)B4

n=1, (5)
式中An=|s2-(2m+1)t2|,Bn=|t|。假定(2)式有2组正整数解,则由引理1及4m(m+1)≠24s×1785,其中

s∈{0,1},知(A1,B1)=(u1,v1)且(A2,B2)=(u2,v2),这里(un,vn)是Pell方程U2-4m(m+1)V2=1的正

整数解。
容易算出u1=2m+1,v1=1;u2=8m2+8m+1,v2=4m+2,故B2

2=4m+2,即B2
2≡2(mod4),但2不是模4

的平方剩余,因此(5)式至多有1组正整数解,再由引理1知,(5)式仅有正整数解(A1,B1)=(2m+1,1),即|t|=
1,|s2-(2m+1)t2|=2m+1,解得|t|=1,s=0或|t|=1,s2=4m+2。后一种情况不可能,所以得(2)式的整数解

(|x|,|y|)=(1,1)。

2)当l=1时,k=2m,(2)式成为

mx4-(2m+2)x2y2+my4=-2。 (6)
由于2|m(x4+y4),2 m,故x,y同奇同偶。令|x|=|s+t|,|y|=|s-t|,这里s,t都是整数,代入(6)式整

理得

s4-(8m+2)s2t2+t4=1。 (7)
若m<0,则由(7)式得s=0,t=±1或t=0,s=±1,结论成立。
若m>0,将(7)式写成A2

n-8m(2m+1)B4
n=1,式中An=|s2-(4m+1)t2|,Bn=|t|。由于m 是奇数,故

8m(2m+1)≠24s×1785,仿情形1的1)同理可得(2)式有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。
3)当l≥3时,k=2l·m,(2)式成为

2l-2mx4-(2l-1m+1)x2y2+2l-2my4=-1。 (8)
由于x,y同奇,可令|x|=|s+t|,|y|=|s-t|,这里s,t都是整数,代入(8)式整理得

s4-2(2l+1m+1)s2t2+t4=1。 (9)
若m<0,则由(9)式得s=0,t=±1或t=0,s=±1,结论成立。
若m>0,将(9)式写成A2

n-2l+2m(2lm+1)B4
n=1,即A2

n-4k(k+1)B4
n=1,式中An=|s2-(2k+1)t2|,Bn=

|t|。仿情形1的1)同理可得(2)式有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。所以该情形(2)式仅有整数解(|x|,|y|)=
(1,1)。

情形2,k=4m,m≡1(mod4)时,由(2)式可得

(xy)2-m(x2-y2)2=1。 (10)
若x,y同奇,仿情形1的1)同理可得(2)式有整数解(|x|,|y|)=(1,1);若x,y一奇一偶,考虑到m≡1(mod4),
对(10)式模4得-1≡1(mod4),矛盾。所以该情形(2)式仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。

综上,若k≢12(mod16),则(2)式仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。 证毕
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证明(定理2) k=4m,m≡3(mod4)时,由(2)式可得

mx4-(2m+1)x2y2+my4=-1。 (11)

m<0时,结论显然成立。下面仅考虑m>0。
若x,y同奇,可令|x|=|s+t|,|y|=|s-t|,这里s,t都是整数,代入(2)式整理得

A2
n-16m(4m+1)B4

n=1, (12)
式中An=|s2-(8m+1)t2|,Bn=|t|。

假定(2)式有2组正整数解,则由16m(m+1)=24s×1785知s=0时无解;s=1时m=21。此时m 不满足

条件,故由引理1知(A1,B1)=(u1,v1)且(A2,B2)=(u2,v2),这里(un,vn)是Pell方程U2-16m(4m+1)V2=1
的正整数解。

又u1=8m+1,v1=1;u2=128m2+32m+1,v2=16m+2。故B2
2=16m+2,显然不可能,因此(12)式至多有

1组正整数解,再由引理1知,(12)式仅有正整数解(A1,B1)=(8m+1,1),即|t|=1,|s2-(8m+1)t2|=8m+1,
解得|t|=1,s=0或|t|=1,s2=16m+2。后一种情况不可能,所以得(2)式的整数解(|x|,|y|)=(1,1)。

若x,y一奇一偶,由(11)式可得

U2-mV2=1, (13)

式中U=|xy|,V=|x2-y2|,则2|U,2 V,且有U+V m=un+vn m=(s+t m)
n,这里n是非负整数,s+

t m 是Pell方程(13)式的基本解。
根据引理2有

un+2=2sun+1-un,u0=1,u1=s, (14)

vn+2=2svn+1-vn,v0=0,v1=t。 (15)

1)若2 s,则s≡a(mod8),这里a=1,3,5,7。对(14)式模8,a=1时,剩余序列周期为1,序列为1,1,…;

a=3,5,7时,剩余序列周期为2,其序列为1,a,1,a…,从而2 U,与前述矛盾。所以(13)式没有整数解。

2)若s≡0(mod8),t≡3,5(mod8),对(14)式模8,得剩余序列周期为4,其序列为1,0,7,0,…,所以U≡
0(mod8),故有V=|x2-y2|≡1(mod8)。对(15)式模8,得剩余序列周期为4,其序列分别为0,3,0,5,…及0,

5,0,3,…,即V≡3,5(mod8),与前述矛盾。所以(13)式没有整数解;
若s≡4(mod8),t≡3,5(mod8),对(14)式模8,得剩余序列周期为4,其序列为1,4,7,4,…,所以U≡

4(mod8),故有V=|x2-y2|≡1,7(mod8)。对(15)式模8,得剩余序列周期为4,其序列分别为0,3,0,5,…及

0,5,0,3,…,即V≡3,5(mod8),与前述矛盾。所以(13)式没有整数解。

3)若s≡2(mod8),t≡1,7(mod8),对(14)式模8,得剩余序列周期为4,其序列为1,2,7,2,…,所以U≡
2(mod8),故有V=|x2-y2|≡3,5(mod8)。对(15)式模8,得剩余序列周期为4,其序列分别为0,1,4,7,…及

0,7,4,1,…,即V≡1,7(mod8),与前述矛盾。所以(13)式没有整数解;
若s≡6(mod8),t≡1,7(mod8),对(14)式模8,得剩余序列周期为4,其序列为1,6,7,6,…,所以U≡

6(mod8),故有V=|x2-y2|≡3,5(mod8)。对(15)式模8,得剩余序列周期为4,其序列分别为0,1,4,7,…及

0,7,4,1,…,即V≡1,7(mod8),与前述矛盾。所以(13)式没有整数解。 证毕

证明(推论) 显然,1)~4)中m≡3(mod4)。

1)当m=4a2(4b-1)2+4b-1时,(13)式有正整数解u=8a2(4b-1)+1,v=4a。因为u>12v
2-1,故(13)

式的基本解为s=8a2(4b-1)+1,t=4a。又2 s,故由定理2的1)知,该情形(2)式仅有整数解(|x|,|y|)=
(1,1)。

2)当m=4a2(4b-3)2-4b+3时,仿1)可得(13)式的基本解为s=8a2(4b-3)-1,t=4a。因为2 s,故由

定理2的1)知,该情形(2)式仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。

3)当m=(2a-1)2(2b-1)2+4b-2时,仿1)可得(13)式的基本解为s=(2a-1)2(2b-1)+1,t=2a-1。
若s≡0(mod4),t≡3,5(mod8),则b≡0(mod2),a≡2,3(mod4);若s≡2(mod4),t≡1,7(mod8),则
b≡1(mod2),a≡0,1(mod4)。

故由定理2的2)、3)知,该情形(2)式仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。
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4)当m=(2a-1)2(2b-1)2-4b+2时,仿1)可得(13)式的基本解为s=(2a-1)2(2b-1)-1,t=2a-1。
以下仿3)的讨论可知,该情形(2)式仅有整数解(|x|,|y|)=(1,1)。 证毕

由定理2很容易推出,当k=4m,m≡3(mod4)时,满足m<100的正整数有3,7,19,23,35,39,51,55,67,

71,83,87,95,99。对于其他的m 值,(2)式除了整数解(|x|,|y|)=(1,1)外,是否还有别的解,值得探究。
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