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求积公式在平均误差情形下的饱和性*

齐 宗 会

(天津商业大学 宝德学院,天津300384)

摘要:本文讨论了在 Wiener空间下的最优求积公式在r-重积分 Wiener空间下的平均误差,得到了相应量的值或强渐近

阶,结果证明该求积公式在平均误差情形下具有饱和性。本文的结果说明了此求积公式虽对 Wiener空间是最优的,但对

1-重积分 Wiener空间仅仅是阶最优的,而当r≥2时,此求积公式在r-重积分 Wiener空间下没有任何最优性。因此,对于

计算具有不同光滑性的函数的积分而言,此积分公式不是普适算法。
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假设F 是一个集合,G 是一个范数为‖·‖的线性赋范空间,μ是定义在F 的Borel子集上的概率测度,S是

F 到G 的可测映照,称为解算子;N 是F 到Rn 的一个可测映射,称为信息算子;φ是Rn 到G 的一个可测映射,称
为算法。当1≤p<+¥时,信息基逼近φ췍N 相应于测度μ 的p-平均误差为[1]

ep(S,φ췍N,‖·‖,μ,F)=∫F
‖S(f)-φ(N(f))‖pμ(df( ))

1
p。 (1)

在上述定义中F 通常为函数空间,S通常为恒等算子(此时称为逼近)或积分,信息算子通常为标准信息,而

φ通常为线性算子[2]。对于逼近和积分问题在平均情形下的误差分析已有了大量研究,但这些研究所使用的逼

近方法都是样条函数逼近[2-4]。考虑到同时逼近(在近期研究中称为寻找普适算法)算法在数值计算中的重要作

用,文献[5-10]考虑了对于逼近问题一些信息基算子平均误差问题。注意到文献[2-4]均未考虑相应算子的同时

逼近问题,本文将考虑计算连续函数积分的最优算法对于计算具有各阶可函数的积分是否是普适算子。
记F0={f∈C[0,1]:f(0)=0},对于每一个f∈F0,定义‖f‖C:= max

-1≤t≤1
|f(t)|,则(F0,‖·‖C)成为一个

可分的Banach空间。(F0,‖·‖C)上的Borel集记为Β(F0),Β(F0)上的 Wiener测度记为ω0[2]。现在定义F0

上的r-重积分算子Tr,r≥1为(Trg)(t)=∫
t

0
g(u)

(t-u)r-1
(r-1)!

du,∀g∈F0。对于任意的g∈F0,Trg∈Fr={f∈

C(r)[0,1]:f(k)(0)=0,k=0,…,r}。易知Tr 是从F0 到Fr 的一个双射。Fr 上的r-重积分 Wiener测度ωr 可用

诱导测度ωr=Trω0 来定义,即对于任意A⊂Fr,有ωr(A)=ω0({g:Trg∈A})。
由文献[2]可知

∫Fr
f(s)f(t)ωr(df)=∫

1

0

(s-u)r+ (t-u)r+du
(r! )2

, (2)

其中z+=
z,z>0
0,z≤{ 0

。

若f∈C[0,1],则计算积分算子S(f)=∫
1

0
f(t)dt。在 Wiener空间下具有最优性的求积公式为[2]

Tn(f)= 2
2n+1∑

n

k=1
ft( )k ,tk= 2k

2n+1
。 (3)

容易知道Tn(f)为信息基算子,其中N(f)=(f(t0),…,f(tn)),φ(x0,…,xn)= 2
2n+1∑

n

k=1
xk 。
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本文将考虑其在r-重积分 Wiener测度ωr 下的平均误差,得到如下定理。

定理 若S,Tn,Fr,ωr 定义如上,则ep(S,Tn,|·|,ωr,Fr)=

νp

3(2n+1)
,r=0

νp

25(2n+1)2
,r

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï =1

,其中νp 是标准正态分布

的p 次绝对矩。且当r≥2时,有ep(S,Tn,|·|,ωr,Fr)=
νp

6(r-1)! 2r-1(2n+1)2
+O 1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 。这里及以下

an=O(bn)表示存在与n无关的正数C 使得|an|≤Cbn。
由定理、文献[2]及本文的最后证明过程可知,当r=0,1≤p<¥时,梯形公式(3)是最优的。同时从文献[2]

可知,当r=1,1≤p<¥时,梯形公式(3)是弱渐近最优的;但当r≥2时,梯形公式不是渐近最优的。定理说明该

公式在平均误差的意义下具有饱和性,其饱和阶为1
n2
。

证明 由文献[2]知ωr 是Fr 上的Gaussian测度,而

L(f)=S(f)-Tn(f)=∫
1

0
f(t)dt- 2

2n+1∑
n

k=1
f(tk) (4)

是C[0,1]上的一个连续线性泛函,因此L(f)是正态分布。由文献[2]知对任意x∈[0,1]有

∫Fr
f(x)ωr(df)=0。 (5)

由(5)式及积分可交换顺序的Fubini定理可知L(f)在Fr 下的数学期望为

E(L(f))=∫Fr∫
1

0
f(t)dt- 2

2n+1∑
n

k=1
f(tk{ })ωr(df)=0。 (6)

而由(6)式知L(f)在Fr 下的方差为

σ2r =E(L(f)2)=∫Fr∫
1

0
f(t)dt- 2

2n+1∑
n

k=1
f(tk{ })

2

ωr(df)。 (7)

由(2)、(7)式计算可得[2]

σ2r =∫
1

0

(1-t)r+1
(r+1)! - 2

2n+1∑
n

k=1

(tk-t)r+
r
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!
2

dt。 (8)

当r=0时,有

σ20=∫
1

0
(1-t)- 2

2n+1
n- n+12
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2

dt= 1
2n+1∫

1
2n+1

0
(1-(2n+1)t)2dt= 1

3(2n+1)2
。 (9)

当r≥1时,记      Ir(t)=
(1-t)r+1
(r+1)! - 2

2n+1∑
n

k=1

(tk-t)r+
r!

。 (10)

当r=1,0≤t≤1时,直接计算可得

∑
n

k=1

(tk-t)+= ∑
n

k= n+( )12[ ]t +1

2k
2n+1-æ

è
ç

ö

ø
÷t =

n(n+1)- 1+[(n+1/2)t( )][((n+1/2)t[ ]]-(2n+1)n-[(n+1/2)t( )]t
2n+1 =

(t2-2t)(2n+1)
4 +n

(n+1)
2n+1 +

(1-(n+1/2)t+[(n+1/2)t])((n+1/2)t-[(n+1/2)t])
2n+1

。 (11)

由(10)、(11)式可计算得

I1(t)= 1
2(2n+1)2+

2{((n+1/2)t-[(n+1/2)t])2-(n+1/2)t+[(n+1/2)t]}
(2n+1)2 =

6((n+1/2)t-[(n+1/2)t])2-6(n+1/2)t+6[(n+1/2)t]+1
3(2n+1)2 + 1

6(2n+1)2=J1
(t)+ 1

6(2n+1)2
。(12)

由(8)、(10)和(12)式可计算得

 σ21=∫
1

0

1
2(2n+1)2+

2{((n+1/2)t-[(n+1/2)t])2-(n+1/2)t+[(n+1/2)t]}
(2n+1)
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2

2

dt= 1
20(2n+1)4

。 (13)
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当r≥2,0≤t≤1时,直接可检验          
I′r(t)=-Ir-1(t),Ir(1)=0。 (14)

由(14)式及Newton-Leibniz公式可得        

Ir(t)=∫
1

t
Ir-1(s)ds。 (15)

利用归纳法及(15)式,可得到

Ir(t)=∫
1

t
ds1∫

1

s1
ds2…∫

1

sr-2
J1(sr-1)dsr-1+ 1

6(2n+1)2∫
1

t
ds1∫

1

s1
ds2…∫

1

sr-2
dsr-1, (16)

直接计算可得

∫
1

t
ds1∫

1

s2
ds2…∫

1

sr-1
dsr-1=

(1-t)r-1
(r-1)!

, (17)

直接计算可得:对任意自然数1≤k≤n,有      

∫
2k
2n+1

2(k-1)
2n+1

J1(t)dt=0。 (18)

由(18)式可得∫
1

sr-2
J1(sr-1)dsr-1=∫

[(2n+1)sr-2]+1
2n+1

sr-2
J1(sr-1)dsr-1 。直接计算可得

max
t∈[0,1]

|J1(t)|= 1
3(2n+1)2

。 (19)

由(19)式和积分中值定理可得

∫
1

sr-2
J1(sr-1)dsr-1 ≤ 1

3(2n+1)3
。 (20)

由(16)、(17)和(20)式可得

Ir(t)=
(1-t)r-1

6(2n+1)2(r-1)!+O
1
n
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3 。 (21)

由(8)、(10)和(21)式可得

σ2r =∫
1

0

(1-t)r-1
6(2n+1)2(r-1)
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2

dt+O 1
n
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6 = 1
36((r-1)! )2(2r-1)(2n+1)4+O 1

n
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ø
÷

6 。 (22)

由L(f)为正态分布及(6)、(7)式可知随机变量L(f)在Fr 下的概率密度函数为ρ(x)=
1
2π·σr

e-
x2

2σ2r
。

设X(f)=|L(f)|p,则X(f)≥0。因此由数学期望的性质及分部积分公式可得

E(X)=∫
+¥

0
P(X≥t)dt=∫

+¥

0
P |L(f)|≥t

1
( )p dt=2∫

+¥

0∫
+¥

t
1
p

1
2π·σr

e-x2

2σprdxdt=

2∫
+¥

0

1
2π·σr

e-
t
2
p
2σ2r·

1
p
·t

1
pdt=2∫

+¥

0

1
2π·σr

e-u2

2σ2r·updu=

2∫
+¥

0

1
2π·σr

e-
x2σ2r
2σ2r ·xpσp+1

r dx=2σp
0∫

+¥

0

1
2π
e-x2

2·xpdx=2σp
r·12ν

p
p =σp

rνp
p (23)

由(1)、(4)、(9)、(13)、(22)及(23)式可得定理的结论。 证毕
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TheSaturationPropertyforQuadratureFormulaontheAverageErrorCase

QIZonghui
(CollegeofBoustead,TianjinCommerceUniversity,Tianjin300384,China)

Abstract:Inthispaper,theaverageerrorsofoptimalquadratureformulaintheWienerspacearediscussedonther-foldintegrated
Wienerspace.Itsvaluesorstronglyasymptoticorderisobtained.Fromtheresultsitisshownthattheseformulashavesaturation

propertyontheaverageerrorcase.OurresultsshowthatTnareonlyorderoptimalfor1-foldintegratedWienerSpace,andisnot
optimalforr-foldintegratedWienerSpacewhenr≥2.Hence,forthecomputationofintegraloffunctionswithdifferentsmooth-
ness,Tnarenotuniversaloperator.
Keywords:averageerror;quadratureformula;r-foldintegrated;Wienerspace;universaloperator
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