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M带紧支撑对称反对称多尺度函数的构造*
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摘要:本文利用已知的紧支撑对称单尺度函数,通过选取行对称或反对称的正交矩阵,分别就一元和二元情形探讨了 M
带紧支撑对称反对称多尺度函数的构造,并给出了不同伸缩因子下的构造算例。应用这种方法构造紧支撑对称反对称多

尺度函数将极其容易,并可望提供更多的小波基。
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自1993年Goodmanet引入多小波理论后,由于多小波较之传统的单小波可同时具有对称、紧支、正交等优

点[1],近年来已成为小波分析的研究热点,引起了许多科研工作者的关注[2-6]。特别是正交性与对称性在实际应

用中具有更重要的作用,从而紧支撑对称正交多小波的构造具有更深远的意义。多小波同单小波一样也是通过

其对应的尺度函数来构造的,因此多尺度函数在多小波的构造中非常重要。本文根据前人的研究,在给定一个

紧支撑对称单尺度函数的基础上,通过选取适当的正交矩阵,分别就一元和二元情形探讨了 M带紧支撑对称反

对称多尺度函数的构造,并给出了相应构造算例。应用这种方法构造紧支撑对称反对称多尺度函数将极其容

易,并可望提供更多的小波基。

1一元紧支对称反对称 M带多尺度函数的构造

设一元对称单尺度函数φ(x)满足两尺度方程φ(x)=∑
k∈Z

hkφ(Mx-k),其中M 为正整数,令

φi(x)=φ(x-i),i=0,1,2,…,M-1,
取M 阶正交阵VM=(vjk)0≤j,k≤M-1,且VM 的每一行为对称或反对称行向量(对行向量u=(u0,u1,…,um),若uk

=um-k对所有k成立,则称u为对称行向量;若uk=-um-k对所有k成立,则称u为反对称行向量)。构造函数

ϕi(x)=∑
M-1

j=0
vijφj(x)=∑

M-1

j=0
vijφ(x-j)(i=0,1,2,…,M-1) (1)

定理1 设φ(x)关于点x=a-M+1
2

对称,ϕi(x)如(1)式定义,则ϕi(x)关于x=a
2

对称或反对称。

证明 φ(x)关于点x=a-M+1
2

对称,则

φ(a-x-j)=φ(x-M+1+j),j=0,1,2,…,M-1。

由定义,ϕi(x)=∑
M-1

j=0
vijφ(x-j),由于VM 的每一行为对称或反对称行向量,对固定的i,不妨设vij=ε(i)

vi(M-1-j),其中ε(i)=1或-1。则

ϕi(a-x)=∑
M-1

j=0
vijφ(a-x-j)=∑

M-1

j=0
vijφ(x-M+1+j)=
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∑
M-1

j=0
ε(i)vi(M-1-j)φ(x-M+1+j)=ε(i)∑

M-1

k=0
vikφ(x-k)=ε(i)ϕi(x)。

因此当ε(i)=1时,ϕi(x)关于x=a
2

对称,当ε(i)=-1时,ϕi(x)关于x=a
2

反对称。 证毕

定理2 设ϕi(x)如(1)式定义,构造函数向量ΦM(x)=(ϕ0(x) ϕ1(x) … ϕM-1(x))T,设ΦM(x)满足两

尺度方程ΦM(x)=∑
k∈Z

HkΦM(Mx-k),则有

HMk=VM

hMk hMk+1 … hMk+M-1

hMk-M hMk-M+1 … hMk-1

︙ ︙ ︙

hMk-(M-1)M hMk-(M-1)M+1 … hMk-(M-1)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

2

VT
M,HMk+i=O(i=1,2,…,M-1,其中O为零矩阵)。

证明    ΦM(x)= ∑
M-1

j=0
v0jφ(x-j) ∑

M-1

j=0
v1jφ(x-j) … ∑

M-1

j=0
v(M-1)jφ(x-j

æ

è
ç

ö

ø
÷)
T

=

VM φ(x) φ(x-1) … φ(x-M+1( ))T,则 φ(x) φ(x-1) … φ(x-M+1( ))T=VT
MΦM(x)。

而    

φ(x-j)=∑
n∈Z

hnφ(Mx-Mj-n)=∑
M-1

i=0
∑
l∈Z

hMl+iφ(Mx-Mj-Ml-i)=

∑
M-1

i=0
∑
k∈Z

hMk-Mj+iφ(Mx-Mk-i)=

∑
k∈Z

hMk-Mj hMk-Mj+1 … hMk-Mj+M-( )1

φ(Mx-Mk)

φ(Mx-Mk-1)
︙

φ(Mx-Mk-M+1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷
)

=

∑
k∈Z

hMk-Mj hMk-Mj+1 … hMk-Mj+M-( )1 VTMΦM(Mx-Mk)。

所以       
ΦM(x)=VM (φ(x) φ(x-1) … φ(x-M+1))T=

∑
k∈Z

VM

hMk hMk+1 … hMk+M-1

hMk-M hMk-M+1 … hMk-M+M-1

︙ ︙ ︙

hMk-(M-1)M hMk-(M-1)M+1 … hMk-(M-1)M+M-

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

1

VT
MΦM(Mx-Mk)

于是有

HMk=VM

hMk hMk+1 … hMk+M-1

hMk-M hMk-M+1 … hMk-1

︙ ︙ ︙

hMk-(M-1)M hMk-(M-1)M+1 … hMk-(M-1)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

2

VT
M,HMk+i=O(i=1,2,…,M-1)。 证毕

2二元紧支对称反对称 M带多尺度函数的构造

设二元对称单尺度函数φ(x1,x2)满足两尺度方程

φ(x1,x2)=∑
k1∈Z
∑

k2∈Z
h(k1,k2)φ(Mx1-k1,Mx2-k2) (2)

令        

φMi+j(x1,x2)=φ(x1-i,x2-j)(i,j=0,1,…,M-1)。 (3)

取M2 阶正交阵VM2=(vjk)0≤j,k≤M2-1,且VM2的每一行为对称或反对称行向量。构造函数
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ϕi(x1,x2)=∑
M2-1

j=0
vijφj(x1,x2)(i=0,1,…,M2-1) (4)

定理3 设φ(x1,x2)关于点x= a1-M+1
2

,a2-M+1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
对称,ϕi(x1,x2)如(4)式定义,则ϕi(x1,x2)关于

x= a1
2
,a2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
对称或反对称。

证明 φ(x1,x2)关于点x= a1-M+1
2

,a2-M+1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
对称,则

φ(a1-x1-k1,a2-x2-k2)=φ(x1-M+1+k1,x2-M+1+k2)。
VM2的行向量对称或反对称,即对固定的l,可设vlj=ε(l)vl(M2-1-j),其中ε(l)=1或-1。于是

ϕl(x1,x2)=∑
M2-1

m=0
vlmφm(x1,x2)=∑

M-1

i=0
∑
M-1

j=0
vl(Mi+j)φMi+j(x1,x2)=∑

M-1

i=0
∑
M-1

j=0
vl(Mi+j)φ(x1-i,x2-j)。

ϕl(a1-x1,a2-x2)=∑
M-1

i=0
∑
M-1

j=0
vl(Mi+j)φ(a1-x1-i,a2-x2-j)=

∑
M-1

i=0
∑
M-1

j=0
vl(Mi+j)φ(x1-M+1+i,x2-M+1+j)=

∑
M-1

i=0
∑
M-1

j=0
ε(l)vl(M2-1-Mi-j)φ(x1-M+1+i,x2-M+1+j)=

∑
M-1

i
~
=0
∑
M-1

j
~
=0

ε(l)vl(Mi
~
+j

~)φ(x1-i
~,x2-j

~)=ε(l)ϕl(x1,x2)。

因此当ε(l)=1时,ϕl(x1,x2)关于x= a1
2
,a2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
对称,当ε(l)=-1时,ϕl(x1,x2)关于x= a1

2
,a2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
反对称。

证毕

定理4 设φ(x1,x2)满足两尺度方程式(2),ϕl(x1,x2)如(4)式定义,构造函数向量

ΦM(x1,x2)= ϕ0(x1,x2) ϕ1(x1,x2) … ϕM2-1(x1,x2( ))T,
设ΦM(x1,x2)满足两尺度方程

ΦM(x1,x2)=∑
k1∈Z
∑
k2∈Z

H(k1,k2)ΦM(Mx1-k1,Mx2-k2),

记U(k1,k2)=(u
(k1,k2)l,m )0≤l,m≤M2-1,l=Mi+j,m=Mi0+j0,u(Mk1,Mk2)

l,m =h(Mk1-Mi+i0,Mk2-Mj+j0)
,有

H(Mk1,Mk2)=VM2U(Mk1,Mk2)V
T
M2,H(Mk1+α,Mk2+β)=O(α

2+β2≠0,0≤α,β≤M-1)。
证明    ΦM(x1,x2)=(ϕ0(x1,x2) ϕ1(x1,x2) … ϕM2-1(x1,x2))T=

∑
M2-1

m=0
v0mφm(x1,x2) ∑

M2-1

m=0
v1mφm(x1,x2) … ∑

M2-1

m=0
v(M2-1)mφm(x1,x2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)
T

=

VM2(φ0(x1,x2) φ1(x1,x2) … φM2-1(x1,x2))T

(φ0(x1,x2) φ1(x1,x2) … φM2-1(x1,x2))T=VT
M2ΦM(x1,x2)。

而 

φMi+j(x1,x2)=φ(x1-i,x2-j)=∑
k
~
1∈Z
∑
k
~
2∈Z

h(k
~
1,k

~
2)φ(Mx1-Mi-k

~
1,Mx2-Mj-k

~
2)=

∑
l1∈Z
∑

l2∈Z
∑
M-1

i0=0
∑
M-1

j0=0
h(Ml1+i0,Ml2+j0)φ(Mx1-Mi-Ml1-i0,Mx2-Mj-Ml2-j0)=

∑
k1∈Z
∑
k2∈Z
∑
M-1

i0=0
∑
M-1

j0=0
h(Mk1-Mi+i0,Mk2-Mj+j0)φMi0+j0

(Mx1-Mk1,Mx2-Mk2)=

∑
k1∈Z
∑

k2∈Z

(h(Mk1-Mi,Mk2-Mj),h(Mk1-Mi,Mk2-Mj+1),…,h(Mk1-Mi,Mk2-Mj+M-1),

h(Mk1-Mi+1,Mk2-Mj),h(Mk1-Mi+1,Mk2-Mj+1),…,h(Mk1-Mi+1,Mk2-Mj+M-1),…,

h(Mk1-Mi+M-1,Mk2-Mj),h(Mk1-Mi+M-1,Mk2-Mj+1),…,h(Mk1-Mi+M-1,Mk2-Mj+M-1))·
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(φ0(Mx1-Mk1,Mx2-Mk2),φ1(Mx1-Mk1,Mx2-Mk2),…,φM2-1(Mx1-Mk1,Mx2-Mk2))T

所以    
ΦM(x1,x2)=VM2 φ0(x1,x2) φ1(x1,x2) … φM2-1(x1,x2( ))T=

∑
k1∈Z
∑

k2∈Z
VM2U(Mk1,Mk2)V

T
M2ΦM(Mx1-Mk1,Mx2-Mk2)。

从而  
H(Mk1,Mk2)=VM2U(Mk1,Mk2)V

T
M2,H(Mk1+α,Mk2+β)=O(α2+β2 ≠0,0≤α,β≤M-1)。 证毕

3构造算例

3.1一元情形

对M=3,取尺度函数φ(x),它满足两尺度方程φ(x)=∑
8

k=0
hkφ(3x-k),其中

h0=h8=-181
,h1=h7=-481

,h2=h6=881
,h3=h5=2081

,h4=3581
,hk=0(k<0,或k>9)。

φ(x)关于点x=2对称,支撑于[0,4],并有正交的整平移[7]。取3阶正交阵

V3=

1
3

1
3

1
3

1
6

-2
6

1
6

1
2

0 -1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

2
定义

ϕ0(x)=
1
3
[φ0(x)+φ1(x)+φ2(x)],

ϕ1(x)=
1
6
[φ0(x)-2φ1(x)+φ2(x)],

ϕ2(x)=
1
2
[φ0(x)-φ2(x)],

由定理1知ϕ0(x),ϕ1(x)关于x=3对称,而ϕ2(x)关于x=3反对称。

设Φ3(x)= ϕ0(x) ϕ1(x) ϕ2(x( ))T,则Φ3(x)为3带对称反对称3重多尺度函数,且满足两尺度方程

Φ3(x)=∑
4

k=0
H3kΦ3(3x-3k),其中

H0=V3

h0 h1 h2
0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 0
VT
3,H3=V3

h3 h4 h5
h0 h1 h2
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 0
VT
3,H6=V3

h6 h7 h8
h3 h4 h5
h0 h1 h

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

VT
3,

H9=V3

0 0 0
h6 h7 h8
h3 h4 h

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

5

VT
3,H12=V3

0 0 0
0 0 0
h6 h7 h

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

8

VT
3。

3.2二元情形

为简便记,考虑M=2情形。取关于点(0,0)对称的紧支单尺度函数φ(x1,x2),它满足两尺度方程[8]:

φ(x1,x2)=∑
3

k1= -3
∑
1

k2= -1
h(k1,k2)φ(2x1-k1,2x2-k2),

其中

h(-3,1)=h(3,-1)=h(-2,0)=h(2,0)=h(-2,1)=h(2,-1)=h(-1,-1)=h(1,1)=0,h(0,0)=1,

其余h(k1,k2)=
1
4
。
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取四阶正交阵

V4=12

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

1 -1 1 -1

,

令

ϕ0(x1,x2)=
1
2
[φ0(x1,x2)+φ1(x1,x2)+φ2(x1,x2)+φ3(x1,x2)],

ϕ1(x1,x2)=
1
2
[φ0(x1,x2)+φ1(x1,x2)-φ2(x1,x2)-φ3(x1,x2)],

φ2(x1,x2)=
1
2
[ϕ0(x1,x2)-ϕ1(x1,x2)-ϕ2(x1,x2)+ϕ3(x1,x2)],

ϕ3(x1,x2)=
1
2
[φ0(x1,x2)-φ1(x1,x2)+φ2(x1,x2)-φ3(x1,x2)],

由定理3,ϕ0(x1,x2)和ϕ2(x1,x2)关于 -12
,-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

对称,而ϕ1(x1,x2)和ϕ3(x1,x2)关于 -12
,-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

反对称。

设Φ2(x1,x2)= ϕ0(x1,x2) ϕ1(x1,x2) ϕ2(x1,x2) ϕ3(x1,x2( ))T,则Φ2(x1,x2)为2带对称反对称4重

多尺度函数,且满足两尺度方程Φ2(x1,x2)=∑
2

k1= -1
∑
1

k2= -1
H(2k1,2k2)Φ2(2x1-2k1,2x2-2k2)。利用定理4可计算

出相应的系数矩阵为

H(0,0)=V4

4 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 1 0 0

VT
4,H(2,0)=V4

0 1 1 1
0 0 0 0
4 1 1 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 1 0 1

VT
4,H(-2,0)=V4

0 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 1

VT
4,

H(4,0)=V4

0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 1 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

VT
4,H(0,2)=V4

0 0 0 0
4 1 1 0
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 1 1

VT
4,H(0,-2)=V4

0 1 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

VT
4,

其余H(2k1,2k2)=O。

4结论

从紧支对称的单尺度函数出发,分别对一元情形和多元情形的 M带尺度函数进行研究,通过选择行对称反

对称的正交阵,可以方便地构造出紧支对称的多尺度函数,从而为构造相应的多小波提供了依据。从上述所讨

论的情形来看,二元情形是一元的推广,因此读者还可以类似研究一般高维M带对称反对称多尺度函数的构造。
限于篇幅,不再赘述。
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ConstructionofCompactlySupportedSymmetric-AntisymmetricMultiscalingFunctionwithBandM

MAOYibo1,ZHANGBishan2

(1.InstituteofMathematicsandEconomics,ChongqingUniversityofArtsandSciences,YongchuanChongqing402160;

2.SchoolofMathematicsandComputingSciencesofGuilinUniversityofElectronictechnology,GuilinGuangxi541004,China)

Abstract:Byselectingansymmetricorantisymmetricunitarymatrixbasedrowvector,thispaperinvestigatesconstructionofcom-
pactlysupportedsymmetric-antisymmetricmultiscalingfunctionwithbandMinonedimensionandtwo-dimension.Twoexamples

aboutconstructionofmultiscalingfunctionarealsogiven.Itiseasytoconstructmultiscalingfunctionandcorrespondingmulti-wave-
letbasesbypreviousmethod.
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