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ε-真有效解的非线性标量化*
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摘要:本文利用基于点闭凸锥的经典非线性标量化函数Δ-K 对向量优化问题ε-真有效解的非线性标量化性质进行了研

究。首先证明了向量优化问题(VP)的ε-真有效解蕴含标量化问题(Py)的dε+K(0)-近似解,并通过例子说明了这一结论

的逆不一定成立。进一步,证明了标量化问题(Py)的严格β-近似解蕴含向量优化问题(VP)的ε-真有效解,并举例说明了

如果集合f(S)+ε+K-f(x)的锥包不是闭集,这一结论不一定成立以及标量化问题(Py)的β-近似解不一定蕴含向量优

化问题(VP)的ε-真有效解。
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向量优化问题的近似解研究是最优化理论中十分重要的研究方向。近年来,许多学者提出了各种不同类型

的近似解概念[1-5]。特别地,1979年,Kutateladze在文献[1]中首次提出了近似解的概念。2006年,Gutiérrez等

人在文献[2]中提出了一类新的近似解概念-C(ε)-(弱)有效解的概念,并研究了这类有效解的一些线性与非线

性标量化性质。这类近似解统一了一些已有的近似解概念。2011年,Chicco等人在文献[3]中引入了改进集并

利用改进集提出了E-有效解的概念。2012年,Gutiérrez等人在文献[4]中进一步将改进集和E-有效解概念推

广到了一般的拓扑线性空间并研究了这类解的一些性质。进一步,Zhao等人在文献[5]中提出了集值优化问题

的弱E-有效解的概念并研究了集值向量优化问题弱E-有效解的一些线性标量化性质及拉格朗日乘子定理等。
为了对向量优化问题的近似有效解集进行限制,2000年,Rong和 Ma在文献[6]中提出了一类近似真有效解的

概念—ε-真有效解,并建立了这类近似真有效解的一些线性标量化结果、拉格朗日乘子定理、鞍点定理以及对偶

性结果等。2013年,Hausdorff实局部凸拓扑向量空间中,Zhao和Yang在文献[7]中提出了E-Benson真有效

性的概念并建立了E-Benson真有效性的一些线性标量化定理和拉格朗日乘子定理等。
受文献[6,8]等研究工作的启发,本文利用一类非线性标量化函数建立了ε-真有效解的一些非线性标量化

结果。

1预备知识

设X 是线性空间,Y 是实赋范线性空间。设A⊂Y,intA,clA,∂A 和Y\A 分别表示A 的拓扑内部、闭包、边
界和补集。A 的生成锥coneA={λa|a∈A,λ≥0}。如果锥A 满足A∩(-A)={0},则称A 是点的。设K 是Y
中具有非空拓扑内部的点闭凸锥。对任意的x,y∈Y,定义x∈K,y⇔y-x∈K。

考虑下面的向量优化问题:(VP)min
x∈S

f(x),其中f:X→Y,S⊂X 且S≠∅。

定义1[6] 设K 是Y 中的点闭凸锥,ε∈K。如果x∈S满足

clcone(f(S)+ε+K-f(x)∩(-K))={0},
则称x是问题(VP)的ε-真有效解。问题(VP)的ε-真有效解全体记为ε-PE(f(S),K)。

考虑下面的标量化问题:(P)min
x∈Z

φ(x),其中φ:X→R,Z⊂X 且Z≠∅。设ε≥0且x∈Z。若对任意的x∈

S,φ(x)≥φ(x)-ε,则称x为问题(P)的一个ε-近似解。若对任意x∈S,φ(x)>φ(x)-ε,则称x为问题(P)的严
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格ε-近似解。问题(P)的所有ε-近似解和严格ε-近似解分别记为AMin(φ,ε)和SAMin(φ,ε)。
函数ΔA:Y→R∪{±∞}定义为ΔA(y)=dA(y)-dY\A(y),其中d∅(y)=+∞,dA(y)=inf

z∈A
‖z-y‖。

引理1[8] 设A 是Y 中的真子集,则:i)若y∈intA,ΔA(y)<0;若y∈∂A,ΔA=0;若y∉clA,ΔA(y)>0;ii)
若A 是凸集,ΔA 是凸函数;iii)若A 是锥,ΔA 是正齐次函数。

本文考虑下面的标量化问题:(Py)min
x∈S

Δ-K(f(x)-y),其中y∈Y。标量化问题(Py)的ε-近似解全体和严

格ε-近似解全体分别记为AMin(Δ-Kf(x)-y,ε)和SAMin(Δ-Kf(x)-y,ε)。

2ε-真有效解的Δ-K函数标量化

本部分建立了问题(VP)的ε-真有效解的一些非线性标量化结果。
定理1 设K⊂Y 是点闭凸锥,ε∈Y,则

x∈ε-PE(f(S),K)⇒x∈AMin(Δ-Kf(x)-f(x),dε+K(0))。
证明 由x∈ε-PE(f(S),K)可知(f(S)+ε+K-f(x))∩(-K\{0})=∅。即对任意的x∈S,任意的

k∈K,f(x)+ε+k-f(x)∉-K\{0}。因为0∈∂K,所以

dY\(-K)(f(x)+ε+k-f(x))=dY\(-K\{0})(f(x)+ε+k-f(x))=0。
从而对任意的x∈S和任意的k∈K,

Δ-K(f(x)+ε+k-f(x))=d-K(f(x)+ε+k-f(x))-dY\-K(f(x)+ε+k-f(x))=
d-K(f(x)+ε+k-f(x))≥0。 (1)

由K 是凸锥及(1)式、引理1可得对任意的x∈S和任意的k∈K,

Δ-K(f(x)-f(x))≥Δ-K(f(x)+ε+k-f(x))-Δ-K(ε+k)≥-Δ-K(ε+k)。
因此

Δ-K(f(x)-f(x))≥-inf
k∈K

Δ-K(ε+k),∀x∈S。 (2)

下面计算-inf
k∈K

Δ-K(ε+k)。由K 是点凸锥及k∈K 有

ε+k⊂K+K=K。 (3)

可验证K⊂(Y\(-K))∪{0}。若不然,设存在k̂∈K\{0}且k̂∉Y\(-K),则-k̂∈K\{0},从而

0=k̂-k̂∈K\{0}+K\{0}=K\{0},
产生矛盾。因此,由(3)式可得

inf
k∈K

Δ-K(ε+k)=inf
k∈K
(d-K(ε+k)-dY\-K(ε+k))=inf

k∈K
(d-K(ε+k)-d(Y\-K)∪{0}(ε+k))=

inf
k∈K

d-K(ε+k)=inf
k1∈K
 inf
k2∈K
‖ε+k1+k2‖= inf

k1∈ε+K
 inf
k2∈K
‖k1+k2‖。 (4)

进一步能够证明 inf
k1∈ε+K

 inf
k2∈K
‖k1+k2‖= inf

k′1∈ε+K
‖k′1‖。事实上,因为对任意的k1∈ε+K,k1+K⊂ε+K+

K=ε+K,所以inf
k2∈K
‖k1+k2‖≥ inf

k′1∈ε+K
‖k′1‖,∀k1∈ε+K。此外,对任意的α>0,由 inf

k′1∈ε+K
‖k′1‖及下确界的定

义可知存在k1∈ε+K,使得‖k1‖< inf
k′1∈ε+K

‖k′1‖+ε。由ε+K 满足ε+K+K=ε+K,则存在k̂1∈ε+K,k̂2∈K

使得k1=k̂1+k̂2,故 inf
k1∈ε+K

 inf
k2∈K
‖k1+k2‖≤inf

k2∈K
‖k̂1+k2‖<‖k̂1+k̂2‖=‖k1‖< inf

k′1∈ε+K
‖k′1‖+α。故

inf
k1∈ε+K

 inf
k2∈K
‖k1+k2‖= inf

k′1∈ε+K
‖k′1‖=dε+K(0)。 (5)

又0∈∂K,故由引理1的i)可得Δ-K(f(x)-f(x))=Δ-K(0)=0,从而由(2)、(4)~(5)式可得Δ-K(f(x)-
f(x))≥Δ-K(f(x)-f(x))-dε+K(0),即x∈AMin(Δ-Kf(x)-f(x),dε+K(0))。 证毕

注1 定理1的逆不一定成立,下面的例子可以解释这一点。
例1 令 X=Y=R2,‖·‖ = ‖·‖2,K=R2+,ε=(1,1)∈K,f(x)=(x1+1,2x2),且 S=

(x1,x2)x1∈R,x2≥-{ }12 。显然,K是点闭凸锥,dε+K(0)= 2,f(S)={(x1,x2)|x1∈R,x2≥-1}。令x=

(-1,0)∈S,因为对任意的x∈S,有
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Δ-K(f(x)-f(x))=Δ-K(f(x))=d-K(f(x))-dY\-K(f(x))≥-1>

- 2=Δ-K(f(x)-f(x))-dε+K(0)。
所以x∈AMin(Δ-Kf(x)-f(x),dε+K(0))。然而,

clcone(f(S)+ε+K-f(x))∩(-K)=
{(x1,x2)|x1∈R,x2≥0}∩(-R2+)={(x1,x2)|x1≤0,x2=0}≠{0}。

故x∉-PE(f(S),K),即定理1的逆不成立。
定理2 设K⊂Y 是点闭凸锥,ε∈K,cone(f(S)+ε+K-f(x))是闭集,β=inf

k∈ε+K
d∂K(k),则

x∈SAMin(Δ-Kf(x)-f(x),β)⇒x∈ε-PE(f(S),K)。
证明 若存在d≠0,d∈-K 且d∈clcone(f(S)+ε+K-f(x))。由cone(f(S)+ε+K-f(x))的闭性

及锥包的定义可知存在λ>0,x̂∈S,k̂∈K 使得d=λ(f(x̂)+k̂+ε-f(x))∈-K。

由K 是锥可得f(x̂)+k̂+ε-f(x)∈-K,从而由引理1和ε+K⊂K 可得

Δ-K(f(x̂)-f(x))≤Δ-K(f(x̂)+k̂+ε-f(x))+Δ-K(-k̂-ε)≤

-dY\-K(-k̂-ε)=-d∂(-K)(-k̂-ε)=-d∂K(k̂+ε)≤-inf
k∈ε+K

d∂K(k)=-β。 (6)

另一方面,由x∈SAMin(Δ-Kf(x)-f(x),β),0∈∂K 及引理1中的i)可得

Δ-K(f(x̂)-f(x))>Δ-K(f(x)-f(x))-β=-β。
这与(6)式矛盾。故x∈ε-PE(f(S),K)。 证毕

注2 若cone(f(S)+ε+K-f(x))不是闭集,定理2不一定成立,下面的例子可以解释这一点。
例2 令X=Y=R2,‖·‖=‖·‖2,K=R2+,ε=(1,1)∈K,f(x)=x且S={(x1,x2)|x1<0,x2>0}∪

{(0,0)}。显然,K 是点闭凸锥且β=1,令x=(0,0)∈S。容易验证

cone(f(S)+ε+K-f(x))={(x1,x2)|x1∈R,x2>0}∪{(0,0)}
不是闭集。因为对任意的x∈S,有

Δ-K(f(x)-f(x))=Δ-K(f(x))=d-K(f(x))-dY\-K(f(x))≥0>-1=Δ-K(f(x)-f(x))-β.
所以x∈SAMin(Δ-Kf(x)-f(x),β)。然而

clcone(f(S)+ε+K-f(x))∩(-K)=
{(x1,x2)|x1∈R,x2≥0}∩(-R2+)={(x1,x2)|x1≤0,x2=0}≠{0}。

故x∉ε-PE(f(S),K),即定理2不成立。
注3 若x∉SAMin(Δ-K(f(x)-f(x))),定理2不一定成立,下面的例子可以解释这一点。
例3 令X=Y=R2,‖·‖=‖·‖2,K=R2+,ε=(1,1)∈K,f(x)=x且S={(x1,x2)|x1≤0,x2≥-1}。

显然,K 是点闭凸锥且β=1。令x=(0,0)∈S。因为存在x̂=(-1,-1)∈S,使得

Δ-K(f(x̂)-f(x))=Δ-K(f(x̂))=d-K(f(x̂))-dY\-K(f(x̂))=-1=-β。
所以x∉SAMin(Δ-Kf(x)-f(x),β)。容易验证cone(f(S)+ε+K-f(x))={(x1,x2)|x1∈R,x2≥0}是闭

集。然而       
clcone(f(S)+ε+K-f(x))∩(-K)=

{(x1,x2)|x1∈R,x2≥0}∩(-R2+)={(x1,x2)|x1≤0,x2=0}≠{0}。
故x∉ε-PE (f(S),K),即定理2不成立。
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NonlinearScalarizationofε-ProperlyEfficientSolutions

XIAYuanmei,ZHANGWanli,ZHAOKequan
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Abstract:Inthispaper,westudysomenonlinearscalarizationcharacterizationsofε-properlyefficientsolutionsforvectoroptimiza-
tionproblemsviatheclassicalnonlinearscalarizationfunctionΔ-Kobtainedbyusingapointedclosedconvexcone.Wefirstprove
thatε-properlyefficientsolutionsofthevectoroptimizationproblem(VP)impliesdε+K(0)-approximatesolutionsofthescalarization

problem(Py)andgiveanexampletoillustratethefactthattheconverseofthisconclusionmaynotbevalid.Furthermore,wealso

provethatstrictlyβ-approximatesolutionsofthescalarizationproblem(Py)impliesε-properlyefficientsolutionsofthevectoropti-
mizationproblem(VP),andproposesomeexamplestoillustratethefactsthatthisconclusionmaynotbetrueiftheconehullofthe
setf(S)+ε+K-f(x)isnotclosed,andβ-approximatesolutionsofthescalarizationproblem(Py)doesnotimplyε-properlyeffi-
cientsolutionsofthevectoroptimizationproblem(VP).
Keywords:vectoroptimization;ε-properlyefficientsolutions;nonlinearscalarization
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