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具有安装时间和共同交货期的单机排序问题*
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摘要:研究了在逆一致性条件下,工件同时具有与已加工工件的实际加工时间有关的安装时间和学习效应的一类排序问

题,目标函数为最小化超前有奖延误受罚之和。由于1||∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)是NP-难的,探讨了该模型的4类多项式时

间可解的特例,并对一般情形给出了一分枝定界算法。
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机器长时间加工相同或类似的工件时,其熟练程度会加强,也就是工件的加工时间不再是恒定的。Cheng,

Wu和Lee[1]考虑了工件加工时间不仅与位置有关,而且还与已加工完工件的加工时间有关的排序问题,给出了

一些多项式时间可解的特例。同时,在有相当实际背景的条件下,工件的准备时间不仅受加工位置影响,而且还

受已加工工件影响。Koulamas和 Kyparisis[2]首先考虑了上述问题,并把它称为带有p-s-d(past-sequence-de-
pendent的简称)安装时间排序模型,他们证明了对于极小化最大完工时间以及极小化总完工时间等问题是多

项式时间可求解的。陶明子和赵传立[3]在文献[1]的基础上进一步研究了带有p-s-d的安装时间的单机排序模

型,证明了三类单机的排序问题是多项式时间可求解的。何少龙和赵传立[4]对带有p-s-d的相关问题进行探讨,
并对极小化完工时间、极小化最大完工时间和以及极小化总完工时间差等目标函数的问题进行研究。WangJ.
B.[5-6]等人探讨了工件的实际加工时间与已加工完工件的正常加工时间有关,且同时具有p-s-d安装时间的单机

排序问题,并指出极小化最大完工时间,极小化总完工时间和以及极小化完工时间和的2次幂 min∑
n

i=1C
2( )j 在

一般情形下是多项式时间可求解的,其最优排序为SPT序。WangX.R.,WangJ.B.[7]研究了工件同时具有与

已加工完工件的正常加工时间有关的学习效应和p-s-d安装时间的单机排序问题,并证明了四类目标函数是多

项式时间可求解的。WangJ.B.,LiJ.X.[8]对既与加工工件的加工位置有关,又与已加工完工件的正常完工时

间有关的工件加工时间,且同时具有p-s-d安装时间的单机排序问题进行了研究,他们对8类目标函数进行了探

讨,并说明了其中4类目标函数在一般情况下是多项式时间可求解的。
最小化超前有奖延误受罚之和的目标函数首先由 WuC.Y.和SunS.J.在文献[9]中提出。随后SongZ.

F.[10]等,YuY.等[11-12]进行了相关的研究。本文在文献[3]模型的基础上,研究了目标函数为最小化超前有奖延

误受罚之和的单机排序模型,讨论其多项式时间可求解的特例和一般情形下的算法。

1问题模型

设有n个工件要在一台机器上加工,机器一次只能加工一个工件,且加工不可中断。所有工件均在零时刻

到达,且工件j的正常加工时间为aj(j=1,2,…,n)。若工件j排在第k个位置加工,其实际加工时间为ajk=

aj 1-∑
k-1

i=1a[i]

∑
n

i=1a

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
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i

θ1

rθ2 ,其中θ1≥1,θ2≤0,a[i]表示排在第i个位置加工的工件的正常加工时间,即若第i个位
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置加工工件k,则有a[i]=ak。在下文,把这类加工时间简记为LE。每个工件在加工前均有与已加工工件的实际

加工时间有关的安装时间,位于第k个位置的工件的安装时间为S[k]=c∑
k-1

i=1a
A
[i],其中c>0,aA

[i]表示排在第i

个位置的工件的实际加工时间,加上上标A 与排在第i个位置的工件的正常加工时间相区别。特别的,规定

S[1]=0。在下文,将这类p-s-d的安装时间记为Spsd。所有工件均有一共同交货期d(d∈Z+),若工件在d之前

完工,则给一奖励;反之,给一惩罚。工件j的超前奖因子为βj,超前Ej=max{0,d-Cj}延误罚因子为αj,延误

Tj=max{0,Cj-d},其中Cj 为工件j的完工时间。目标函数为最小化超前有奖延误受罚之和,用三参数法可将

研究的排序问题写为1|LE,Spsd,dj≡d|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)。

由于1||∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)是NP-难的问题[13],第三部分主要考虑多项式时间可解的特殊情况,第四部

分对一般情况给出一分枝定界算法。

2预备知识

引理1[3] 给定排序π=[1,2,…,n],在上述加工时间和安装时间的模型下,工件j的完工时间为Cj(π)=

∑j

i=1
(c(j-i)+1)aA

[i]。

证明 因为π=[1,2,…,n],所以a[i]=ai,S[i]=Si,由模型的定义有

Cj(π)=∑j

i=1
(Si+aA

i)=∑j

i=1
(c∑

i-1

k=1a
A
k +aA

i)=∑j

i=1
(c(j-i)+1)aA

[i]。 证毕

引理2[1] 对于排序问题1|LE,Spsd|∑
n

j=1ωjCj,当工件的加工时间和工件权之间存在逆一致性条件:

aj≤ak⇒ωj≥ωk,∀j≠k,j,k=1,2,…,n时,工件按照 aj

ω{ }
j

的非降序(WSPT规则)排列得到最优排序。
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≥0,其中1≤λ≤1y
,0≤y≤1,θ1≥1,θ2<0,

r=1,2,…,n-1。

3多项式时间可解特例

定理1 若工件的正常加工时间和延误罚因子之间存在逆一致性条件:aj≤ak⇒αj≥αk,∀j≠k,j,k=1,2,

…,n,排序问题1|LE,Spsd,dj≡d,d<min{aj|j=1,2,…,n}|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)按照 aj

α{ }
j

的非降序排列得到

最优排序。
证明 在逆一致性条件下,当d<min{aj|j=1,2,…,n}时,所有工件都误工。因此,Ej=0(j=1,2,…,n)。

所以有∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)=∑

n

j=1αjCj-∑
n

j=1αjd,由于∑
n

j=1αjd 是常数,因此所求排序问题的最优性等价

于1|LE,Spsd|∑
n

j=1αjCj 的最优性。由引理2可知,按照 aj

α{ }
j

的非降序排列将得到该排序问题的一个最优排

序。 证毕

由定理1可知,1|LE,Spsd,dj≡d,d< min{aj|j=1,2,…,n}|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)在逆一致性条件下

的算法复杂性是O(nlogn),也就是该排序问题是多项式时间可求解的。
定理2 若工件的正常加工时间和超前奖因子之间存在逆一致性条件:aj≤ak⇒βj≥βk,∀j≠k,j,k=1,2,

…,n,排序问题1LE,Spsd,d>∑
n

j=1aj,dj≡d ∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)按照 aj

β{ }
j

的非降序排列得到最优排序。

证明 在逆一致性条件下,当d>∑
n

j=1aj时,由于工件具有学习效应,所以Cmax<d。所有工件都超前。因

此,Tj=0(j=1,2,…,n)。由此有∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)=∑

n

j=1βjCj-∑
n

j=1βjd,由于∑
n

j=1βjd是常数,因此所

求排序问题的最优性等价于1|LE,Spsd|∑
n

j=1βjCj的最优性。由引理2可知,按照 aj

β{ }
j

的非降序排列将得到该

排序问题的一个最优排序。
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由定理2可知,1LE,Spsd,d>∑
n

j=1aj,dj≡d ∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)在逆一致性条件下的算法复杂性是

O(nlogn),也就是该排序问题是多项式时间可求解的。 证毕

定理3 若工件的正常加工时间和延误罚因子之间存在逆一致性条件:aj≤ak⇒αj≥αk,∀j≠k,j,k=1,2,

…,n,排序问题1|LE,Spsd,αj≡βj,dj≡d|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)按照 aj

α{ }
j

的非降序排列得到最优排序。

证明 假设工件k为跨越工件,则工件k前的所有工件都超前,工件k及其后所有工件都误工,所以有

∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)=∑

k-1

j=1-βjEj+∑
n

j=kαjTj=

∑
k-1

j=1-βj(d-Cj)+∑
n

j=kαj(Cj-d)=∑
n

j=1αjCj-∑
n

j=1αjd。

由于∑
n

j=1αjd 是常数,所以所求排序问题的最优性等价于1|LE,Spsd|∑
n

j=1αjCj 的最优性。由引理2可

知,按照 aj

α{ }
j

的非降序排列将得到该排序问题的一个最优排序。

由定理3可知,1|LE,Spsd,αj ≡βj,dj ≡d|∑
n

j=1
(αjTj -βjEj)在逆一致性条件下的算法复杂性是

O(nlogn),也就是该排序问题是多项式时间可求解的。 证毕

定理4 排序问题1|LE,Spsd,αj≡α,βj≡β,dj≡d|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)按照SPT规则排列得到最优排

序。
证明 假设π′为所求排序问题的一个最优排序,但它不是按照SPT规则排列的,则必存在两个相邻工件j

和k,满足工件k排在工件j的前面,并且aj<ak。在工件序π′中,记排在工件k前和工件j后的工件对目标函数

值的贡献分别为A′和B′,工件k排在第r个位置,工件j排在第r+1个位置。在工件序π′中,交换工件j和工

件k的位置,得到新工序π。记排在工件j前和排在工件k后的工件对目标函数的贡献分别为A 和B。记f(π)
和f(π′)分别为工件序π和π′所对应的目标函数值。Cj(π)表示工件序π中工件j的完工时间,CA

[r](π)表示工件

序π中第r个位置的工件的实际完工时间。下面分6种情况来证明。
由引理1,在π和π′中,有

Cj(π)=CA
[r](π)=∑

r

i=1
(c(r-i)+1)aA

[i]=∑
r-1

i=1
(c(r-i)+1)aA

[i]+aj 1-∑
r-1

i=1a[i]

∑
n

i=1a

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

i

θ1

rθ2

类似的有       Ck(π′)=∑
r-1

i=1
(c(r-i)+1)aA

[i]+ak 1-∑
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Ck(π)=CA
[r+1](π)=∑

r+1

i=1
(c(r+1-i)+1)aA

[i]=

∑
r-1

i=1
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[i]+(c+1)aj 1-∑
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Cj(π′)=∑
r-1

i=1
(c(r+1-i)+1)aA
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情形1,d比t小,由定理1可知结论成立。
情形2,在序π中,d在工件j的跨度内,在序π′中,d在工件k的跨度内,则有

f(π)=A+α(Cj(π)-d)+α(Ck(π)-d)+B,f(π′)=A′+α(Ck(π′)-d)+α(Cj(π′)-d)+B′。
那么f(π)-f(π′)=A-A′+α(Cj(π)-Ck(π′))+α(Ck(π)-Cj(π′))+B-B′,由目标函数的正则性可知 B<

B′,A=A′,同 时 Cj(π)-Ck(π′)=(aj -ak)1-∑
r-1

i=1a[i]
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i
<0成立,也就是Cj(π)≤Ck(π′)。
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Cj(π′)-Ck(π)=(c+1)ak 1-∑
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令t=1-
∑
r-1

i=1
a[i]

∑
n

i=1ai

,x= aj

∑
n

i=1ai

,λ=ak

aj
,y=x

t
,则

Cj(π′)-Ck(π)=ajtθ1rθ2 -λajtθ1rθ2 +λaj(t-x)θ1 (r+1)θ2 -

aj(t-λx)θ1 (r+1)θ2 +c(ak-aj)1-∑
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因为aj<ak,θ1≥1,θ2≤0,所以有c(aj-ak)1-∑
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≤0

成立,所以Ck(π)≤Cj(π′)。因此有f(π)-f(π′)≤0,也就是交换后目标函数值变小了或者不变。由此可知,结
论成立。

情形3,在序π中,工件j正好被加工完,在序π′中,d在工件k的跨度内

f(π)=A+α(Ck(π)-d)+B,f(π′)=A′+α(Ck(π′)-d)+α(Cj(π′)-d)+B′。
那么f(π)-f(π′)=A-A′+α(Ck(π)-Cj(π′))-α(Ck(π′)-d)+B-B′,因为A=A′,Ck(π)≤Cj(π′),Ck(π′)-
d≥0,B≤B′,所以有f(π)-f(π′)≤0,也就是交换后目标函数值变小了或者不变。由此可知,结论成立。

情形4,在序π中,d在工件k的跨度内,在序π′中,工件k正好被加工完

f(π)=A-β(d-Cj(π))+α(Ck(π)-d)+B,f(π′)=A′+α(Cj(π′)-d)+B′。
那么f(π)-f(π′)=A-A′+α(Ck(π)-Cj(π′))-β(d-Cj(π))+B-B′,因为A=A′,Ck(π)≤Cj(π′),d-Cj(π)≥0,

B≤B′,所以有f(π)-f(π′)≤0,也就是交换后目标函数值变小了或者不变。由此可知,结论成立。
情形5,在序π中,d在工件k的跨度内,在序π′中,d在工件j的跨度内

f(π)=A-β(d-Cj(π))+α(Ck(π)-d)+B,f(π′)=A′-β(d-Ck(π′))+α(Cj(π′)-d)+B′。
那么f(π)-f(π′)=A-A′+α(Ck(π)-Cj(π′))+β(Cj(π)-Ck(π′))+B-B′,因为A=A′,Ck(π)≤Cj(π′),
Cj(π)≤Ck(π′),B≤B′,所以有f(π)-f(π′)≤0,也就是交换后目标函数值变小了或者不变。由此可知,结论成

立。
情形6,d在工件j,k加工完之后,由定理2可知结论成立。

由定理4可知,1|LE,Spsd,αj≡α,βj≡β,dj≡d|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)在逆一致性条件下的算法复杂性

是O(nlogn),也就是该排序问题是多项式时间可求解的。 证毕

4一般情况的分枝定界算法

不失一般性,假设 min
j
{aj,j=1,2,…,n}<d<∑

n

j=1aj。
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4.1分枝

按从上到下的方法建立一棵搜索树:第0层没有任何一个工件排于n个位置上;第一层中共有n个节点,在
每个节点对应的部分序中,第一个位置的工件已排定,其余位置的工件待定;第二层中每个节点又可产生n-1
个节点,在每个节点对应的部分序中,第一、二个位置的工件已排定,其余位置的工件序待定,因此第二层共有

n×(n-1)个节点,依次类推,直至第n层。实际上不需要全部分枝,可以按照下面剪枝规则来除去多余的枝。

4.2确定上界

将所有工件按 aj

α{ }
j

的非降序排列得到π1;按 aj

β{ }
j

的非降序排列得到π2。将π1 中的超前工件按 aj

β{ }
j

的非降

序排列,其余工件序不变得到π′1;同理,将π2 中的延误工件按 aj

α{ }
j

的非降序排列,其余工件序不变得到π′2。分别

记π′1 与π′2 对应的目标函数值为F(π′1)和F(π′2),则所研究排序问题的上界可取为F=min{F(π′1),F(π′2)},对
应的序为当前最优排序。

4.3剪枝规则

从第二层开始可以考虑剪枝。剪枝的方法如下:

表1 4个工件的相关参数

Tab.1 Theralativeparametresoffourjobs

工件i 1 2 3 4
加工时间ai 6 9 11 12

延误罚因子αi 9 5 12 8
超前奖因子βi 5 7 4 6

1)若已排工件的最后一个工件的完工时间不小于d,则无需分枝,剩余工件按 aj

α{ }
j

的非降序排列;

2)若已排工件对应的目标函数值超过上界F,则剪枝;

3)若已排工件的最后一个工件的完工时间小于d,且已排工件中工件不是按 aj

β{ }
j

的非降序排列的,则剪枝。

根据上述过程,得到几个工件序,然后求出其对应的目标函数值,记为F′,若F′<F,则F′对应的序为最优排

序;若F′≥F,则F 对应的序为最优排序。
对该分枝定界算法,下面给出一个实例。
已知有4个工件,其相关参数见表1,请用分枝定界算法给

出排序问题

1|LE,Spsd,dj≡d|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)

的一个最优排序。
其中d=30,θ1=1,θ2=-1,c=1,且运算过程中采用四舍五

入技巧精确到小数点后一位。
由第4.2节可以得到序π1=[1,3,4,2],π2=[1,2,4,3]以及π′1=[1,4,3,2],π′2=[1,2,4,3],且F(π′1)=

-128.2,F(π′2)=-128.2,因此有F=-128.2,相应的工件序为π′1=[1,4,3,2]或者π′2=[1,2,4,3]。
由第4.1节可知,在搜索树的第一层,有4个点:(1,×,×,×),(2,×,×,×),(3,×,×,×),(4,×,×,

×)。在搜索树的第二层,有12个点

(1,2,×,×),(1,3,×,×),(1,4,×,×),(2,1,×,×),(2,3,×,×),(2,4,×,×),
(3,1,×,×),(3,2,×,×),(3,4,×,×),(4,1,×,×),(4,2,×,×),(4,3,×,×)。

根据4.3节中的3)可剪去以下6个枝

(2,1,×,×),(3,1,×,×),(3,2,×,×),(3,4,×,×),(4,1,×,×),(4,2,×,×)。
在搜索树的第三层有12个点

(1,2,3,×),(1,2,4,×),(1,3,4,×),(1,3,2,×),(1,4,2,×),(1,4,3,×),
(2,3,1,×),(2,3,4,×),(2,4,1,×),(2,4,3,×),(4,3,2,×),(4,3,1,×)。

根据4.3中的3)可剪去以下4个枝:(1,3,4,×),(1,3,2,×),(1,4,2,×),(2,3,1,×)。
在搜索树的第四层,有8个点

(1,2,3,4),(1,2,4,3),(1,4,3,2),(2,3,4,1),(2,4,1,3),(2,4,3,1),(4,3,2,1),(4,3,1,2)。
根据计算比较可得最优排序为π=[1,2,3,4],相应的最优值为-142.6。

5结论

考虑了在逆一致性条件下,工件具有与已加工工件的实际加工时间有关的安装时间和共同交货期的单机排
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序问题,目标函数为最小化超前有奖延误受罚总和。由于1||∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)是NP-难的问题,本文给出了

四类多项式时间可解的特例。而 对 一 般 情 形,给 出 了 一 个 分 枝 定 界 算 法。排 序 问 题1|LE,Spsd,dj ≡

d|∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)的近似算法有待进一步探讨。
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ASchedulingProblemwithSetupTimesandCommonDueDateinaSingleMachine

YUYing,DENGCongzheng,ZENGChunhua
(DepartmentofMathematicalSciences,KailiCollege,KailiGuizhou556011,China)

Abstract:Aschedulingproblemwithpastsequence-dependentsetuptimesandlearningeffectsunderinverseagreeableratiocondition

tominimizethetotaltardinesspenaltyandearlinessawardisstudied.Dueto1||∑
n

j=1
(αjTj-βjEj)isNP-hard,fourpolynomial

timesolvablecasesarestudied,andabranchandboundalgorithmisgiventocommoncondition.
Keywords:schedulingproblem;singlemachine;setuptimes;earliness;tardiness
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