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带有机器维修和多个工期的单机排序问题*
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摘要:针对具有恶化工件和机器维修的单机排序模型,讨论了多个工期的指派问题。在这一模型中,机器在加工过程中产

生恶化使效率降低,工件的实际加工时间是关于开始加工时间的线性递增函数;机器的维修区间是关于开始维修时间的

线性递增函数,维修工作完成后,机器将恢复到初始状态,工件的恶化也重新开始。目标是确定最优排序、最优工期和最

优维修位置以便极小化工件的提前、延误和工期的总费用。对于这一问题,给出了最优解的一些相关性质,证明了这个问

题是多项式时间可解的。
关键词:单机;排序;线性恶化;多个工期;维修活动

中图分类号:O223 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2015)01-0022-06

近年来,工期指派问题受到越来越多的关注。若工件恰好在工期时刻完工,则不产生惩罚费用,若工件在其

工期之前或之后完工,则会产生相应的提前或延误费用。LiS.S.等人[1]研究了带有恶化工件和工期指派的单机

排序问题,他们对CON和SLK两种工期指派问题给出了多项式算法。KuoW.H.和YangD.L.[2]研究了带有

恶化工件和一个共同工期的单机排序问题,工件的加工时间是其开始加工时间的递增函数,他们对该问题做了

详细的分析,并给出了多项式算法。郭玲等[3]讨论了带有公共交货期和加工时间可控的单机排序问题,目标是极

小化总完工时间、提前时间、延误时间、交货期的结束时间和资源分配的总费用,证明了这个问题是多项式时间

可解的。范雁鹏等[4]讨论了加工时间可控并且每个工件都有一个交货期的单机排序问题,目标是确定最优排

序,最优资源分配,极小化提前时间、延误时间、交货期的开始时间、交货期和资源消耗的总费用,最后给出了多

项式算法。LuY.Y.等人[5]对带有学习效应和资源控制的两个模型进行分析,分别对CON和SLK两种工期指

派问题给出了多项式算法。ChangP.C.等人[6]介绍了带有学习/恶化效应和工期的单机排序问题。Chand和

Chhajed[7]研究了带有多个工期的单机排序问题,目标是确定最优工期和工件的最优排序,最后给出了多项式算

法。WangJ.B.和 WangM.Z.[8]将Chand和Chhajed[7]所研究的问题推广到具有学习效应的情况。YangS.J.
等人[9]将Chand和Chhajed[7]所研究的问题推广到工件的加工时间是关于位置和资源分配的函数的情况。Gor-
don等[10]对一些特殊条件下的工期指派问题进行了归纳总结。

另一方面,在实际生活中,机器需要按时进行保养或维修。因此,在排序问题中,考虑机器维修情况是有必

要的[11-14]。Mosheiov和Sidney[15]研究了带有恶化维修的单机排序问题,维修后工件的加工时间变小,最后设计

了多项式算法。Hsu等[16]介绍了带有恶化工件、维修活动和工期的单机排序问题,目标是确定最优维修位置和

最优工期,极小化提前、延误和工期的总费用,最后给出了多项式算法。
本文讨论具有多个工期和恶化维修的单机排序问题,这一模型是Chand和Chhajed[7]的模型和Mosheiov和

Sidney[15]的模型的推广。给出了一些最优解的相关性质,证明了该问题是多项式可解的。

1问题描述

假设有n个工件的工件集{J1,J2,…,Jn}在一台机器上加工,全部工件零时刻到达,加工不可中断,且机器

在同一时刻只能加工一个工件。对于工件Jj,j=1,2,…,n的实际加工时间是关于开始时间t的线性递增函数,

pj=aj+bt,其中aj 是工件Jj 的基本加工时间,b>0表示工件的恶化率,t表示工件Jj 的开始加工时间。对于

一个给定的排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),a[j]表示排在第j个位置的工件的基本加工时间,p[j]表示排在第j个位

置的工件的实际加工时间。d[j]是工件J[j]的工期,C[j]是工件J[j]的完工时间,E[j]=max{0,d[j]-C[j]},T[j]=
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max{0,C[j]-d[j]}分别为J[j]的提前和延误时间。工件加工过程中,机器可以进行一次维修,维修时间为TMA=
T0+δt,T0 为基本维修时间,δ>0,t为维修的开始时间。假设维修工作完成后,工件的加工状况将恢复到初始状

态且恶化重新开始,若Jj 是维修后加工的第一个工件,则它的开始加工时间变为0,即t=0。
假设工件有m(1≤m≤n)个工期:Di,i=1,2,…,m,D1≤D2≤…≤Dm。对于i=1,2,…,m,指定工期为Di

的工件个数为ni,n=∑
m

i=1
ni,记Ii 为工期Di 的工件集,|Ii|=ni;每个指定工期的工件个数是已知的,即ni 为定

值。令Ni=∑
i

k=1
nk ,N0=0,Ni 表示指派给前i个工期的工件总个数,由于ni 为定值,所以相应的Ni 也是已定的

常数。
目标是找到最优的D={D1,D2,…,Dm},I={I1,I2,…,Im}和最优的维修位置与最优工件排序,极小化目标

函数Z=∑
m

i=1
∑
j∈Ii

(αE[j]+βT[j]+γD[i])。dj=Di,Jj∈Ii。其中α>0,β>0,γ>0(β>γ)分别为工件的提前、延误

和工期的单位费用,问题可表示为1|TMA,pj=aj+bt|∑
m

i=1
∑
j∈Ii

(αE[j]+βT[j]+γD[i])。

2相关性质

Chand和Chhajed[7]对工件加工时间为常数的多个工期指派问题给出了最优解的一些性质,根据Chand和

Chhajed[7]中的分析,当加入维修活动后下面的性质1和性质2仍成立。
性质1 对任意的排序π 和D={D1,D2,…,Dm},存在最优的I={I1,I2,…,Im}使得Ii={π[Ni-1+1]

,
π[Ni-1+2]

,…,π[Ni]
},i=1,2,…,m。其中π[r]表示在排序π中排在第r个位置的工件。

这个性质说明在排序π中有一个最优工件集分派给工期Di,这个最优工件集是ni 个连续的工件(在第

Ni-1+1到第Ni 个位置)。
性质2 对于任意给定的排序π,存在最优的工期 D={D1,D2,…,Dm},Di=C[ki]

,其中ki=Ni-1+

é
ni(β-γ)
α+β

ù,i=1,2,…,m。

引理1[17] 两个分别拥有元素xi 和yi 且个数相等的序列,若这两个序列按相反(相同)的单调顺序排列,则

对应元素乘积的和∑
n

i=1
xiyi 最小(大)。

3主要结果

对于一个给定的排序π=(J[1],J[2],…,J[h],J[h+1],…,J[n]),若机器在第h个工件完工后维修,则工件的实

际加工时间可以写为

p[1]=a[1],p[2]=a[2]+bt=a[2]+ba[1],p[3]=a[3]+b[a[2]+(1+b)a[1]],
…

p[h]=a[h]+b[a[h-1]+(1+b)a[h-2]+…+(1+b)h-2a[1]],p[h+1]=a[h+1],p[h+2]=a[h+2]+bt=a[h+2]+ba[h+1],
…

p[n]=a[n]+b[a[n-1]+(1+b)a[n-2]+…+(1+b)n-h-2a[1]]。
由性质2可知,工期Di,i=1,2,…,m 的最优位置可以确定。如果机器在工期Dl(1≤l≤m)前进行维修活

动,即Nl-1+1≤h<kl,下面分别对工件Jj∈(I1,I2,…,Il-1),Il,(Il+1,Il+2,…,Im)的3种情况进行分析。
1)Jj∈(I1,I2,…,Il-1)。在(I1,I2,…,Il-1)中的工件的总费用Z1 为

Z1=∑
l-1

i=1
niγC[ki]+ ∑

ki

j=Ni-1+1
α(C[ki]-C[j])+ ∑

Ni

j=ki+1
β(C[j]-C[ki][ ])=∑

Nl-1

j=1
wjp[j],

其中,对于i=1,2,…,l-1,有wj=
α(j-1-Ni-1)+γ(n-Ni-1),j=Ni-1+1,…,ki

β(Ni-j+1)+γ(n-Ni),j=ki+1,…,N{
i

。

因为p[j]=a[j]+bt,所以(I1,I2,…,Il-1)中工件的总费用可以写成如下形式

Z1=w1a[1]+w2(a[2]+ba[1])+w3[a[3]+b(a[2]+(1+b)a[1])]+…+
wNl-1

[a[Nl-1]+b(a[Nl-1-1]+(1+b)a[Nl-1-2]+…+(1+b)
Nl-1-2a[1])]=W1a[1]+W2a[2]+…+WNl-1a[Nl-1]

,
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其中

W1=w1+w2b+w3b(1+b)+…+wNl-1b(1+b)
Nl-1-2

W2=w2+w3b+w4b(1+b)+…+wNl-1b(1+b)
Nl-1-3

          …
WNl-1-1=wNl-1-1+wNl-1b

WNl-1=wNl

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

-1

。 (1)

2)Jj∈Il。Il 中提前完成的工件Jj,j=kl,kl-1,…,Nl-1+1,其总提前费用Zj 为

Zkl=0,Zkl-1=αp[kl]
,Zkl-2=α(p[kl]+p[kl-1]

),…,Zh+1=α(p[kl]+p[kl-1]+…+p[h+2]),
Zh=α[p[kl]+p[kl-1]+…+p[h+2]+p[h+1]+T0+δ(p[1]+…+p[h])],

Zh-1=α[p[kl]+p[kl-1]+…+p[h+2]+p[h+1]+T0+δ(p[1]+…+p[h])+p[h]],…,
ZNl-1+1=α[p[kl]+p[kl-1]+…+p[h+2]+p[h+1]+T0+δ(p[1]+…+p[h])+p[h]+…+p[Nl-1+2]

]。
Il 中延误完成的工件Jj,j=kl+1,kl+2,…,Nl,其总延误费用Zj 为

Zkl+1=βp[kl+1]
,Zkl+2=β(p[kl+1]+p[kl+2]

),…,ZNl=β(p[kl+1]+p[kl+2]+…+p[Nl]
)。

Il 中工件的总工期费用Zdl
为Zdl=nlγ[p[1]+…+p[h]+T0+δ(p[1]+…+p[h])+p[h+1]+…+p[kl]

]。
由上面推导可得,Il 中工件提前、延误和工期的总费用Z2 可以表示为

Z2= ∑
Nl

j=Nl-1+1
Zj+Zdl =α∑

kl

j=Nl-1+1

(j-1-Nl-1)p[j]+(h-Nl-1)α[T0+δ(p[1]+…+p[h])]+β∑
Nl

j=kl+1

(Nl-j+1)p[j]=

α ∑
kl

j=Nl-1+1

(j-1-Nl-1)p[j]+(h-Nl-1)α[T0+δ(p[1]+…+p[h])]+β∑
Nl

j=kl+1

(Nl-j+1)p[j]+

nlγ[p[1]+…+p[h]+T0+δ(p[1]+…+p[h])+p[h+1]+…+p[kl]
]=∑

Nl-1

j=1

[nlγ+δnlγ+(h-Nl-1)αδ]p[j]+

∑
h

j=Nl-1+1

[α(j-1-Nl-1)+nlγ+δnlγ+(h-Nl-1)αδ]p[j]+∑
kl

j=h+1

[α(j-1-Nl-1)+nlγ]p[j]+

β∑
Nl

j=kl+1

(Nl-j+1)p[j]+[(h-Nl-1)α+nlγ]T0=∑
Nl

j=1
w~jp[j]+[(h-Nl-1)α+nlγ]T0,

其中w~j=

(δ+1)nlγ+(h-Nl-1)αδ,j=1,…,Nl-1

α(j-1-Nl-1)+(1+δ)nlγ+(h-Nl-1)αδ,j=Nl-1+1,…,h
α(j-1-Nl-1)+nlγ,j=h+1,…,kl

β(Nl-j+1),j=kl+1,…,N

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

l

。

因为p[j]=a[j]+bt,所以Il 中工件的总费用可以写成如下形式

Z2=w~1a[1]+w~2(a[2]+ba[1])+w~3[a[3]+b(a[2]+(1+b)a[1])]+…+w~h[a[h]+b(a[h-1]+(1+b)a[h-2]+…+
(1+b)h-2a[1])]+w~h+1a[h+1]+w~h+2(a[h+2]+ba[h+1])+…+w~Nl

[a[Nl]+b(a[Nl-1]+(1+b)a[Nl-2]+…+

(1+b)Nl-h-2a[h+1])]+[(h-Nl-1)α+nlγ]T0=W
~
1a[1]+W

~
2a[2]+…+W

~
Nla[Nl]+[(h-Nl-1)α+nlγ]T0,

其中

W
~
1=w~1+w~2b+w~3b(1+b)+…+w~hb(1+b)h-2

W
~
2=w~2+w~3b+w~4b(1+b)+…+w~hb(1+b)h-3

        …

W
~

h-1=w~h-1+w~hb

W
~

h=w~h

W
~

h+1=w~h+1+w~h+2b+w~h+3b(1+b)+…+w~Nlb(1+b)
Nl-h-2

W
~

h+2=w~h+2+w~h+3b+w~h+4b(1+b)+…+w~Nlb(1+b)
Nl-h-3

        …

W
~

Nl-1=w~Nl-1+w~Nlb

W
~

Nl=w~N

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

l

。 (2)
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3)Jj∈(Il+1,Il+2,…,Im)。在(Il+1,Il+2,…,Im)中的工件的总费用Z3 为

Z3=∑
m

i=l+1

[niγC[ki]+ ∑
ki

j=Ni-1+1
α(C[ki]-C[j])+ ∑

Ni

j=ki+1
β(C[j]-C[ki]

)]=∑
n

j=1
wjp[j]+γ(n-Nl)T0,

其中,对于i=l+1,l+2,…,m,有wj=

n-Nl,j=1,…,h
γ(n-Ni-1),j=h+1,…,Ni-1

γ(n-Ni-1)+α(j-1-Ni-1),j=Ni-1+1,…,ki

β(Ni-j+1),j=ki+1,…,N

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

i

。

因为p[j]=a[j]+bt,所以(Il+1,Il+2,…,Im)中工件的总费用可以写成如下形式

Z3=w1a[1]+w2(a[2]+ba[1])+w3[a[3]+b(a[2]+(1+b)a[1])]+…+wh[a[h]+b(a[h-1]+(1+b)a[h-2]+…+
(1+b)h-2a[1])]+wh+1a[h+1]+wh+2(a[h+2]+ba[h+1])+…+wn[a[n]+b(a[n-1]+(1+b)a[n-2]+…+

(1+b)n-h-2a[h+1])]+γ(n-Nl)T0=W1a[1]+W2a[2]+…+Wna[n]+γ(n-Nl)T0,

其中

W1=w1+w2b+w3b(1+b)+…+whb(1+b)h-2

W2=w2+w3b+w4b(1+b)+…+whb(1+b)h-3

          …

Wh-1=wh-1+whb

Wh=wh

Wh+1=wh+1+wh+2b+wh+3b(1+b)+…+wnb(1+b)n-h-2

Wh+2=wh+2+wh+3b+wh+4b(1+b)+…+wnb(1+b)n-h-3

          …

Wn-1=wn-1+wnb

Wn=w

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

n

。 (3)

综上,当Nl-1+1≤h<kl(1≤l≤m)时,所有工件I={I1,I2,…,Im}的总费用可以表示为

Z=W1a[1]+W2a[2]+…+WNl-1a[Nl-1]+W
~
1a[1]+W

~
2a[2]+…+W

~
Nla[Nl]+

[(h-Nl-1)α+nlγ]T0+W1a[1]+W2a[2]+…+Wna[n]+γ(n-Nl)T0。

当kl≤h≤Nl(1≤l≤m)时,显然Z1 和Z3 部分与Nl-1+1≤h<kl 时是一样的,此时Z2 可表示为

Z2= ∑
Nl

j=Nl-1+1
Zj+Zdl =α∑

kl

j=Nl-1+1

(j-1-Nl-1)p[j]+β∑
Nl

j=kl+1

(Nl-j+1)p[j]+β(Nl-h)[T0+δ(p[1]+…+p[h])]+

nlγ(p[1]+…+p[kl]
)=∑

Nl-1

j=1

[nlγ+β(Nl-h)δ]p[j]+ ∑
kl

j=Nl-1+1

[α(j-1-Nl-1)+nlγ+β(Nl-h)δ]p[j]+

∑
h

j=kl+1

[β(Nl-j+1)+β(Nl-h)δ]p[j]+∑
Nl

j=h+1
β(Nl-j+1)p[j]+β(Nl-h)T0=∑

Nl

j=1
w′jp[j]+β(Nl-h)T0,

其中w′j=

nlγ+β(Nl-h)δ,j=1,2,…,Nl-1

α(j-1-Nl-1)+nlγ+β(Nl-h)δ,j=Nl-1+1,…,kl

β(Nl-j+1)+β(Nl-h)δ,j=kl+1,…,h

β(Nl-j+1),j=h+1,…,N

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

l

。

相似地,将p[j]=a[j]+bt代入,得到

Z2=w′1a[1]+w′2(a[2]+ba[1])+w′3[a[3]+b(a[2]+(1+b)a[1])]+…+w′h[a[h]+b(a[h-1]+(1+b)a[h-2]+…+
(1+b)h-2a[1])]+w′h+1a[h+1]+w′h+2(a[h+2]+ba[h+1])+…+w′Nl

[a[Nl]+b(a[Nl-1]+(1+b)a[Nl-2]+…+
(1+b)Nl-h-2a[h+1])]+β(Nl-h)T0=W′1a[1]+W′2a[2]+…+W′Nla[Nl]+β(Nl-h)T0,
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其中

W′1=w′1+w′2b+w′3b(1+b)+…+w′hb(1+b)h-2

W′2=w′2+w′3b+w′4b(1+b)+…+w′hb(1+b)h-3

          …

W′h-1=w′h-1+w′hb
W′h=w′h
W′h+1=w′h+1+w′h+2b+w′h+3b(1+b)+…+w′Nlb(1+b)

Nl-h-2

W′h+2=w′h+2+w′h+3b+w′h+4b(1+b)+…+w′Nlb(1+b)
Nl-h-3

          …

W′Nl-1=w′Nl-1+w′Nlb

W′Nl=w′N

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

l

。 (4)

综上,当kl≤h≤Nl(1≤l≤m)时,所有工件I={I1,I2,…,Im}的总费用可以表示为

Z=W1a[1]+W2a[2]+…+WNl-1a[Nl-1]+W′1a[1]+W′2a[2]+…+W′Nla[Nl]+β(Nl-h)T0+
W1a[1]+W2a[2]+…+Wna[n]+γ(n-Nl)T0。

综合1)~3)可得工件I={I1,I2,…,Im}的总费用可表示为Z=∑
n

j=1
Wja[j]+M 。其中

Wj=

Wj+Ŵj+Wj,j=1,2,…,Nl-1

Ŵj+Wj,j=Nl-1+1,…,Nl

Wj,j=Nl+1,…,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï n

,Ŵj=
W
~

j,Nl-1+1≤h<kl

W′j,kl≤h≤N{
l

,j=1,2,…,Nl,

M=
[α(h-Nl-1)+nlγ+γ(n-Nl)]T0,Nl-1+1≤h<kl

[β(Nl-h)+γ(n-Nl)]T0,kl≤h≤N{
l

。

Wj(j=1,2,…,Nl-1)由(1)式确定,W
~

j(j=1,2,…,Nl)由(2)式确定,W′j(j=1,2,…,Nl)由(4)式确定,Wj(j=
1,2,…,n)由(3)式确定。

定理1 问题1TMA,pj=aj+bt ∑
m

i=1
∑
j∈Ii

(αE[j]+βT[j]+γD[i])可以在O(n2logn)时间内求得最优解。

证明 一旦维修位置确定,即h的值确定,又因为Ni 是定值,i=1,2,…,m,所以 M 是已定的常数。进而极

小化Z=∑
n

j=1
Wja[j]+M 的问题就可转化为极小化∑

n

j=1
Wja[j]。求出不同位置的Wj,并按非增的顺序排列,将工

件按照a[j]按非减的顺序排列(j=1,2,…,n),由引理1,将两个序列元素对应相乘即可使目标函数值最小,所以

问题可以在O(nlogn)时间内求得最优解,而维修的位置最多有n个选择,因此该问题可以在O(n2logn)时间内

得到最优解。 证毕

4结论

本文讨论了带有恶化工件、维修活动和多个相同工期指派的单机排序问题,证明了该问题在O(n2logn)时
间内可得到最优解。对于多次维修的情况,还有待进一步讨论。
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OperationsResearchandCybernetics

MultipleCommonDue-dateAssignmentandOptimalMaintenanceSchedulingwith
LinearDeterioratingJobs

LIWeixuan,ZHAOChuanli
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Aimingatthesinglemachineschedulingmodelwithsimplelineardeteriorationandmachinemaintenanceactivity,wedis-
cussmultipledue-dateassignmentproblems.Inthismodel,themachinedeterioratesduringtheprocessingproceduremakingtheef-
ficiencyofprocessingjobslowerandtheactualprocessingtimeofjobsdependonthestartingtimes.Thelengthofthemaintenance
timeisalinearfunctionofitsstartingtime.Oncecompletingthemaintenance,themachinerestorestheprocessingefficiencyand
thedeteriorationofjobsstartagain.Theobjectiveistoschedulethejobs,thedue-dateandthemaintenanceactivity,soastomini-
mizethetotalcostincludingearliness,tardiness,andthedue-datestartingtimesandsizes.Weprovidesomepropertiesofoptimal
sequenceandturntosolvethematchingproblematlastshowthatitremainspolynomialtimesolvable.
Keywords:singlemachine;scheduling;lineardeteriorating;multiplecommondue-date;maintenanceactivity
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