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双曲空间中俩有限簇全渐近非扩张映象的混合型迭代*

雷贤才,毕 丹

(宜宾学院 数学研究所,四川 宜宾644000)

摘要:在 Hyperbolic空间中,讨论关于一有限簇全渐近非扩张映象与另一有限簇全渐近非扩张非自映象公共不动点的问

题,引入了一个混合型迭代序列

x1∈K
xn+1=W(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1yn,αn),i=1,2,…,k

yn=W(Sn
jxn,Tj(PTj)n-1xn,βn),j=1,2,…,k,i≠j,∀n≥

{
1

,并在适当的条件下证明了

Δ-收敛定理及混合型迭代序列{xn}Δ-收敛于F 的一公共不动点。
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1预备知识

最近文献[1]研究了CAT(0)空间中具有全渐近非扩张非自映象序列的Δ-收敛问题

x1∈C
xn+1=P((1-αn)Sn

1xn췍αnT1(PT1)n-1yn),n≥1
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ì

î

í

ï
ï
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。 (1)

许多学者都对CAT(0)空间中的Δ-收敛问题以及混合迭问题进行了广泛研究[1-22]。本文进一步在比CAT(0)空
间更一般的完备一致凸双曲空间X 中,证明了带一有限簇全渐近非扩张非自映象和另一有限簇全渐近非扩张映

象混合迭代序列的Δ-收敛定理。所得结果推广和改进了文献[1,21-22]的主要结果。
一个双曲空间[23]是一度量空间(X,d),连同映象W:X2×[0,1]→X 满足:a)d(u,W(x,y,α))≤αd(u,x)+

(1-α)d(u,y);b)d(W(x,y,α),W(x,y,β))=|α-β|d(x,y);c)W(x,y,α)=W(y,x,(1-α));d)d(W(x,z,α),
W(y,w,α))≤(1-α)d(x,y)+αd(z,w)。对任意x,y,z,w∈X 和α,β∈[0,1],双曲空间X 的一非空子集K 称

为凸的,如果W(x,y,α)∈K 对一切x,y∈K 且α∈[0,1]。双曲空间X 有时也记为(X,d,W)。双曲空间类包

含赋范空间和它的凸子集、具有双曲度量的希尔伯特球[4]、R-rees、Hadamard流形以及 Gromov意义下的

CAT(0)空间[23]。研究双曲空间已经很大程度上激发和主导双曲群问题成为几何群理论的主要研究对象[24]。
为了在完备一致凸的双曲空间X 中定义Δ-收敛概念,先给出一些基本概念。设{xn}是一双曲空间的有界

序列。对x∈X,定义一连续函数r(·,{xn}):X→[0,∞):r(x,{xn})=limsup
n→∞

d(x,xn)。

给出{xn}的渐近半径r({xn}):r({xn})=inf{r(x,{xn}):x∈X}。一有界序列{xn}的渐近中心依赖于X 的

子集K 定义如下:AK({xn})={x∈X:r(x,{xn})≤r(y,{xn})对任意y∈K}。
这是函数r(·,{xn})大于最小值的集合。如果渐近中心取依赖于X,则它简单表示为A({xn}),对一切x,

y,z,w∈X 且a,b∈[0,1]。如果双曲空间(X,d,W)仅满足条件a),则它伴随着凸度量空间[24]。
一双曲空间(X,d,W)称为:i)严格凸[24],如果对一切x,y∈X 且λ∈[0,1],存在唯一z∈X 使得d(z,x)=

λd(x,y),且d(z,y)= (1-λ)d(x,y);ii)一致凸[25],如果对一切u,x,y∈X,r>0且ε∈(0,2],存在一δ∈(0,

1]使得
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映象η:(0,∞)×(0,2]→(0,1]有δ=η(r,ε),对给定r>0且ε∈(0,2],称为一致凸性模,称η单调如果它是减的

具r(对一固定ε)。一致凸的双曲空间是严格凸的[24]。
定义1[1] 设X 是一完备一致凸双曲空间,K 是X 的非空子集。有:1)设P:X→K 是一映象,如果P2=P,

则称P 是一个保核收缩。2)若存在一个连续保核收缩P:X→K,使得Px=x,∀x∈K,则称K 是X 的一个收

缩核。
定义2[1] 一自映象T:K→K 称为({υn},{μn},ζ)-全渐近非扩张的,如果存在非负序列{μn},{υn}具有μn→

0,υn→0,并且一严格增的连续函数ζ:[0,∞)→[0,∞)具有ζ(0)=0使得

d(Tnx,Tny)≤d(x,y)+υnζ(d(x,y))+μn,∀n≥1,x,y∈K。
定义3[1] T:K→X 称为({υn},{μn},ζ)-全渐近非扩张非自映象,如果存在非负序列{μn},{υn}具有μn→0,

υn→0,并且一严格增的连续函数ζ:[0,∞)→[0,∞)具有ζ(0)=0使得

d(T(PT)n-1x,T(PT)n-1y)≤d(x,y)+υnζ(d(x,y))+μn,∀n≥1,x,y∈K,
其中P 是一X 到K 的保核收缩。

定义4[1] 一非自映象T:K→X 称为一致L-Lipschitzian,如果存在一常数L>0使得

d(T(PT)n-1x,T(PT)n-1y)≤Ld(x,y),∀n≥1,x,y∈K,
其中P 是一X 到K 非扩张保核收缩。

最近,文献[1]在CAT(0)空间提出混合Agarwal-O’Regan-Sahu[22]型迭代方案(1)逼近两个全渐近非扩张

映象{Si:i=1,2}和两个全渐近非扩张非自映象{Ti:i=1,2}的一公共不动点,其中{αn}与{βn}是(0,1)中的序列。
P 是一X 到K 的非扩张收缩,并证明了Δ-收敛定理,文献[1]的混合Agarwal-O’Regan-Sahu型迭代方案(1)也
可以推广到双曲空间定义为:

x1∈K
xn+1=W(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1yn,αn),i=1,2,…,k
yn=W(Sn

jxn,Tj(PTj)n-1xn,βn),j=1,2,…,k,i≠j,∀n≥

ì
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í
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, (2)

其中K 是一完备一致凸双曲空间X 非空闭凸子集,是一X 到K 的非扩张收缩,{Ti}ki:K→X 是一有限簇的一致

L-Lipschitzian且({υ(i)n },{μ
(i)
n },ζ

(i)})-全渐近非扩张非自映象(由定义3可得),且{Si}ki:K→K,是一有限簇的

一致L-Lipschitzian且({υ(i)n },{μ
(i)
n },ζ

(i)})-全渐近非扩张映象(由定义2可得),使得满足以下条件:1)∑
∞

n=1
υ(i)n <∞,

∑
∞

n=1
μ
(i)
n < ∞,∑

∞

n=1
υ̂(i)n < ∞,∑

∞

n=1
μ̂
(i)
n < ∞,i=1,2,…,k;2)存在一常数M*>0使得ζ

(i)≤M*r,ζ̂
(i)≤M*r,∀r≥0。

注1 不失一般性,可设{Ti}ki:K→X 且{Si}ki:K→K 两者是L-Lipschitzian,且({υn},{μn},ζ)-全渐近满足

条件1)与2)。事实上,设υn=max{υ(i)n ,υ̂(i)n ,i=1,2,…,k},μ=max{μ
(i)
n ,μ̂

(i)
n ,i=1,2,…,k},L=max{Li,L̂i,i=

1,2,…,k}且ζ=max{ζ
(i),ζ̂

(i),i=1,2,…,k},则{Ti}ki:K→X,且{Si}ki:K→K 是满足所要求条件的映象。

引理1[26] 设{an},{λn}及{cn}是非负序列,使得an+1≤(1+λn)an+cn,n≥1。若∑
∞

n=1
λn <∞且∑

∞

n=1
cn <∞,

则lim
n→∞

an 存在。进一步,若liminf
n→∞

an=0,则lim
n→∞

an=0。

引理2[27] 设(X,d,W)是一致凸的双曲空间具单调一致凸性模η。设x∈X 且{αn}是一[a,b]中的序列对

一些a,b∈(0,1)。如果{xn}和{yn}是X 中的序列使得limsup
n→∞

d(xn,x)≤c,并且lim
n→∞

d(W(xn,yn,α),x)=c,对

一些c≥0,则lim
n→∞

d(xn,yn)=0。

引理3[28] 设(X,d,W)是一完备一致凸双曲空间具单调一致凸性模。则X 中的每一有界序列{xn}依照X
的任一非空闭凸子集K 有唯一的渐近中心。称X 中的序列{xn}为Δ-收敛于x∈X,如果x是{xn}的每一子序列

{un}的唯一渐近中心。这种情况下记Δ-lim
n→∞

xn=x,并称x为序列{xn}的Δ-极限。

引理4[1] 设{an},{λn}和{cn}是非负序列,使得an+1≤(1+λn)an+cn,n≥1。如果∑
∞

n=1
λn<∞和∑

∞

n=1
cn<∞,

28 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第32卷



则lim
n→∞

an 存在。如果存在一子序列{ani
}⊂{an}使得ani→0,则limn→∞

an=0。

2主要结果

定理1 设K 是一完备一致凸的双曲空间X 的非空闭凸子集具单调一致凸性模η,并设{Ti}ki:K→X,是一

有限簇一致L-Lipschitzian且({υn},{μn},ζ)-全渐近非扩张非自映象,再设{Si}ki:K→K 是一有限簇一致L-Lip-
schitzian且({υn},{μn},ζ)-全渐近非扩张映象,如果 F:=∩k

i=1F(Ti)∩F(Si)≠∅并且满足下面的条件:

i)∑
∞

n=1
υn <∞,∑

∞

n=1
μn<∞;ii)存在常数a,b,c∈(0,1)满足0<b(1-c)≤12

使得{αn},{βn}⊂[a,b];iii)存在一常

数M*>0使得ζ(r)≤M*r,r≥0;iv)d(Six,Ti(PTi)n-1y)≤d(Sn
ix,Ti(PTi)n-1y)对一切x,y∈K 且i=1,2,

…,k。则由(2)式定义的序列{xn}Δ-收敛于一点p∈F(Ti 与Si 的一公共不动点,i=1,2,…,k)。
证明 i)首先证对每一个p∈F 以下极限存在

lim
n→∞

d(xn,p)且lim
n→∞

d(xn,F)。 (3)

事实上,因p∈F,p=Pp,且Si 与Ti(i,j=1,2,…,k,i≠j)是全渐近的,由条件iii)有

d(yn,p)=d(W(Sn
jxn,Tj(PTn-1

j )xn,βn),p)≤(1-βn)d(Sn
jxn,p)+βnd(Tj(PTj)n-1xn,p)=

(1-βn)d(Sn
jxn,Sn

jp)+βnd(Tj(PTj)n-1xn,Tj(PTj)n-1p)≤(1-βn){d(xn,p)+υnζ(d(xn,p))+μn}+

βn{d(xn,p)+υnζd((xn,p))+μn}=d(xn,p)+υnζ(d(xn,p))+μn≤(1+υnM *)d(xn,p)+μn (4)

d(xn+1,p)=d(W(Sn
ixn,Ti(PTn-1

i )yn,αn),p)≤(1-αn)d(Sn
ixn,p)+αnd(Ti(PTi)n-1yn,p)≤

(1-αn){d(xn,p)+υnζ(d(xn,p)+μn}+αn{d(yn,p)+υnζ(d(yn,p))+μn}≤
(1-αn){(1+υnM *)d(xn,p)+μn}+αn{(1+υnM *)d(yn,p)+μn}。 (5)

将(4)式代入(5)式化简得

d(xn+1,p)≤(1+σn)d(xn,p)+ξn,∀n≥1且p∈F, (6)
所以

d(xn+1,F)≤(1+σn)d(xn,F)+ξn,∀n≥1, (7)
其中σn=υnM *(1+αn(1+υnM *)),ξn=(1+αn(1+υnM *))μn。由于i),有

∑
∞

n=1
σn < ∞ 且∑

∞

n=1
ξn <∞。 (8)

由引理1可知,极限lim
n→∞

d(xn,F)与lim
n→∞

d(xn,p)对每一个p∈F 存在。

ii)接下来证明

lim
n→∞

d(xn,Tixn)=0且lim
n→∞

d(xn,Sixn)=0,i=1,2,…,k。 (9)

事实上依照(3)式对每一给定的p∈F,lim
n→∞

d(xn,p)存在。不失一般性,可设

lim
n→∞

d(xn,p)=r≥0 (10)

由(4)式有

liminf
n→∞

d(yn,p)≤limsup
n→∞

d(yn,p)≤lim
n→∞
{(1+υnM *)d(xn,p)+μn}=r。 (11)

因为   d(Ti(PTi)n-1yn,p)=d(Ti(PTi)n-1yn,Ti(PTi)n-1p)≤d(y,p)+υnζ(d(yn,p))+μn≤
(1+υnM *)d(yn,p)+μn,∀n≥1,

并且   d(Sn
ixn,p)≤d(xn,p)+υnζ(d(xn,p))+μn≤(1+υnM *)d(xn,p)+μn,∀n≥1,

则有   limsup
n→∞

d(Ti(PTi)n-1yn,p)≤r, (12)

且  limsup
n→∞

d(Sn
ixn,p)≤r。 (13)

此外,由(6)式可得

d(xn+1,p)=d(W(Sn
ixn,Ti(PTi)n-1yn,αn),p)≤(1+σn)d(xn,p)+ξn。 (14)

这意味着

lim
n→∞

d(W(Sn
ixn,Ti(PTi)n-1yn,αn),p)=r。 (15)

由(12)~(15)式和引理2得
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lim
n→∞

d(Sn
ixn,Ti(PTi)n-1yn)=0,i=1,2,…,k。 (16)

类似可证得

lim
n→∞

d(Sn
jxn,Tj(PTj)n-1xn)=0,j=1,2,…,k。 (17)

由条件iv),依照(16)、(17)式有

lim
n→∞

d(xn,Ti(PTi)n-1yn)≤lim
n→∞

d(Sn
ixn,Ti(PTi)n-1yn)=0, (18)

且  lim
n→∞

d(xn,Tj(PTj)n-1yn)≤lim
n→∞

d(Sn
jxn,Tj(PTj)n-1yn)=0。 (19)

因为Sn
jxn∈K,Sn

jxn=PSn
jxn。由(4)、(17)式有

d(yn,Sn
jxn)=d(W(Sn

jxn,Tj(PTj)n-1xn,βn),Sn
jxn)≤

(1-βn)d(Sn
jxn,Sn

jxn)+βnd(T(PT)n-1xn,Sn
jxn)→0(n→∞)。 (20)

观察到d(xn,yn)≤d(xn,Tj(PTj)n-1xn)+d(Tj(PTj)n-1xn,Sn
jxn)+d(Sn

jxn,yn)。
从(19)、(20)式得

lim
n→∞

d(xn,yn)=0。 (21)

联合(18)式即

d(xn,Ti(PTi)n-1xn)≤d(xn,Ti(PTi)n-1yn)+d(Ti(PTi
n-1yn,Ti(PTi)n-1xn)=

d(xn,Ti(PTi)n-1yn)+d(xn,yn)+υnζ(d(xn,yn))+μn≤
d(xn,Ti(PTi)n-1yn)+(1+υnM *)d(xn,yn)+μn→0。 (22)

另一方面,由条件iv),d(xn,Ti(PTi)n-1xn)≤d(Sn
ixn,Ti(PTi)n-1xn)。因此由(18)、(21)式得

d(Sn
ixn,Ti(PTi)n-1xn)≤d(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1yn)+d(Ti(PTi)n-1yn,Ti(PTi)n-1xn)≤
d(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1yn)+Ld(yn,xn)→0(n→∞)。 (23)
由条件iv),d(xn,Ti(PTi)n-1xn)≤d(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1xn)。因此由(23)式有

d(Sn
ixn,xn)≤d(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1xn)+d(Ti(PTi)n-1xn,xn)→0(n→∞),
连同(18)式表明     d(xn+1,xn)=d(W(Sn

ixn,Ti(PTi)yn,αn),xn)≤
(1-αn)d(Sn

ixn,xn)+αnd(Ti(PTi)n-1yn,xn)→0(n→∞)。 (24)
因此(19)、(22)、(24)式,对每一i=1,2,…,k,有     d(xn,Tixn)≤d(xn,xn+1)+
d(xn+1,T1(PT1)nxn+1)+d(Ti(PTi)nxn+1,Ti(PTi)nxn)+d(Ti(PTi)nx,Tx)≤(1+L)d(xn,xn+1)+

d(xn+1,Ti(PTi)nxn+1)+Ld((PTi)nxn,xn)=(1+L)d(xn,xn+1)+d(xn+1,Ti(PTi)nxn+1)+
 Ld(PTi(PT)n-1xn,Pxn)≤(1+L)d(xn,xn+1)+d(xn+1,Ti(PTi)nx)+Ld(Ti(PTi)n-1xn,xn)→0(n→∞)。 (25)
由条件iv)有d(Sixn,Ti(PTi)n-1xn)≤d(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1xn)。它根据(20)、(22)和(23)式有

d(xn,Sixn)≤d(xn,Ti(PTi)n-1xn)+d(Sixn,Ti(PTi)n-1xn)≤
d(xn,Ti(PTi)n-1xn)+d(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1xn)→0(n→∞)。 (26)
所以,方程(9)得证。

iii)下面证明

ωW(xn):= ∪
{un}⊂{xn}

A({un})⊂F, (27)

并且ωW(xn)仅由一个点构成。事实上,设u∈ωW(xn),则存在一{xn}的子序列{un}使得A({un})={u}。由引理

3,存在一{un}的子序列{vn}使得Δ-lim
n→∞

vn=v∈K。根据(9)式有,lim
n→∞

d(vn,Tivn)=0,lim
n→∞

d(vn,Sivn)=0,i=1,

2,…,k。由(24)式这表明{xn}是K 中的一柯西列。则lim
n→∞

d(xn,v)存在,且liminf
n→∞

d(xn,v)=0,由(14)式和引理

1,则lim
n→∞

d(xn,v)=0,有v∈F(T)。由引理3,u=v。意味着ωW(xn)⊂F。

下面证明ωW(xn)由一点构成。设{un}是{xn}的一子序列具A({un})={u}并设A({xn})={x}。因u∈
ωW(xn)⊂F,由(9)式知此极限lim

n→∞
d(xn,u)存在。由引理3,有x=u。结论得证。

iv)最后证{xn}Δ-收敛于F 中的一点。
事实上,根据(3)式此序列{d(xn,p)}对每一p∈F 收敛。由(9)式和(27)式有,lim

n→∞
d(xn,Sixn)=0,

lim
n→∞

d(xn,Tixn)=0,ωW(xn)⊂F 和ωW(xn)仅由一点构成。这表明{xn}Δ-收敛于F 中的一点。 证毕

下面的结果可以由定理1立即获得。
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定理2 设C是一完备CAT(0)空间 X 的有界闭凸子集,设Ti:C→X,i=1,2,是一致L-Lipschitzian且

({υn},{μn},ζ)-全渐近非扩张非自映象,并设Si:C→C,i=1,2,是一致L-Lipschitzian且 ({υn},{μn},ζ)-全渐近

非扩张映象。如果F=∩2i=1F(Ti)∩F(Si)≠∅,并满足下面的条件:i)∑
∞

n=1
υn <∞,∑

∞

n=1
μn <∞;ii)存在常数a,

b∈(0,1)满足0<b(1-c)≤12
使得{αn},{βn}⊂[a,b];iii)存在一常数 M* >0使得ζ(r)≤M*r,r≥0;

iv)d(x,Tiy)≤d(Six,Tiy),对任意x,y∈C和i=1,2。则由(1)式定义的序列{xn}Δ-收敛于点p*∈F(Ti 和Si

的公共不动点,i=1,2)。
证明 取i=1,2,K=C⊂CAT(0)X,利用双曲空间对CAT(0)空间的包含关系并简化定理1中的条件iv)

为:d(x,Tiy)≤d(Six,Tiy),对任意x,y∈C且i=1,2。由凸结构可设(2)式为

x1∈K

xn+1=W(Sn
ixn,Ti(PTi)n-1yn,αn)=

i=1

P((1-αn)Sn
1xn췍αnT1(PT1)n-1yn)

yn=W(Sn
jxn,Tj(PTj)n-1xn,βn)=

j=2

P((1-βn)Sn
2xn췍βnT2(PT2)n-1xn),∀n=1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 。

显然(1)式是(2)式的特例,因此定理2的结论可以由定理1立即获得。 证毕

由定理2可得定理3。
定理3 设C是一完备CAT(0)空间X 的有界闭凸子集。设Ti:C→C和Si:C→C,i=1,2,是一致L-Lips-

chitzian且({υn},{μn},ζ)-全渐近非扩张映象。如果F=∩2i=1F(Ti)∩F(Si)≠∅,并且满足定理2中i)~iv),则
如下定义序列{xn}

x1∈C
xn+1=(1-αn)Sn

1xn췍Tn
ixn

yn=(1-βn)Sn
2xn췍Tn

2x

ì

î

í

ï
ï

ïï
n

,n≥1 (28)

Δ-收敛于Ti 和Si 的一公共不动点,i=1,2。
证明 因为Ti,i=1,2是一从C到C 的自映象,取P=I(C上恒等映象),则Ti(PTi)n-1=Tn

i。于是定理3
的结论可以从定理2立即获得。 证毕

注2 定理2是文献[1]的主要结果定理3.5。
定理3证明和扩展了Agawals-O’Regan-Sahu[22]的从巴拿赫空间到CAT(0)空间的结果,以及改进和扩展

了Sahin[21]的主要结果。
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MixedTypeforTwoFiniteFamilyofTotalAsymptoticallyNonexpansiveMappingsin
HyperbolicSpaces

LEIXiancai,BIDan
(InstituteforMathematics,YibinUniversity,YibinSichuan644000,China)

Abstract:Theproblemonthecommonfixedpointsofafinitefamilyoftotalasymptoticallynonexpansivemappingsandanothertotal
asymptoticallynonexpansivenonself mappingsisdiscussedin Hyperbolicspaces:proposethefollowingiterativescheme:

x1∈K
xn+1=W(Sn

ixn,Ti(PTi)n-1yn,αn),i=1,2,…,k

yn=W(Sn
jxn,Tj(PTj)n-1xn,βn),j=1,2,…,k,i≠j,∀n≥

{
1

.TheproofofΔ-convergencetheoremisdivideintofoursteps,

provedthemixediterativesequence{xn}Δ-convergestoacommonfixedpointofF.
Keywords:hyperbolicspace;totalasymptoticallynonexpansivenonselfmappings;Δ-convergence;mixedtypeiterativescheme
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