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摘要:假设存在常数h>0,k>0,m>0,ε>0,使得当|y|≤h,|z|≤k,|y|≤m|z|时,函数G(y)具有连续的二阶导数,四阶

非线性微分方程x(4)+ax(3)+G′(x′)x(2)+cx′+f(x)=0,f(0)=0,在满足:acG′(y)-c2-a2≥ε>0,|G′(y)|≤

ε
(am2+c)k

,|f′(x)|≤ 2a
2a+1

,2a2+a>c,(f(x)+cy)sgnz≥0,(az+u)sgny≥0的条件下,利用Lyapunov函数构造法,

给出了其零解的全局渐近稳定性的充分性准则,所得结果包含并改进了相关文献的结果。
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1引言及引理

对于二阶、三阶非线性系统,可以用类比的方法和Lyapunov第二方法,其稳定性的研究,已有很多很好的结

果[1-21],但对于四阶及以上的系统,应用这一方法,也有一些结果[22-26],但还有很多问题没有得到解决。

1995年,梁在中[24]研究了

x(4)+ax(3)+bx(2)+cx′+f(x)=0,f(0)=0, (1)

x(4)+ax(3)+G′(x′)x(2)+cx′+dx=0 (2)
的平凡解的渐近稳定性。

2004年,SadekAI[27]研究了如下四阶时滞微分方程

x(4)+α1x(3)+α2x(2)+α3x′+f(x(t-γ))=0, (3)

x(4)+α1x(3)+α2x(2)+G(x′(t-γ))+f(x)=0 (4)
的平凡解的渐近稳定性。

笔者将讨论如下四阶非线性方程零解的渐近稳定性问题:

x(4)+ax(3)+G′(x′)x(2)+cx′+f(x)=0,f(0)=0, (5)
其中a>0,c>0,将方程化为等价系统

x′=y,

y′=z,

z′=u,

u′=-f(x)-cy-G′(y)z-au

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 。

(6)

2主要结论

定理1 假设存在常数h>0,k>0,m>0,ε>0,使得当|y|≤h,|z|≤k,|y|≤m|z|时,函数G(y)具有连续

的二阶导数,且满足下列条件:
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1)acG′(y)-c2-a2≥ε>0;

2) G′(y)≤ ε
(am2+c)k

;

3)|f′(x)|≤ 2a
2a+1

;

4)2a2+a>c;

5)(f(x)+cy)sgnz≥0;

6)(az+u)sgny≥0。
则系统(6)的平凡解是渐近稳定的。

证明 作Lyapunov函数

V=af2(x)+[aG′(y)-c+ac2]y2+[a2c+cG′(y)]z2+cu2+2acyf(x)+2czf(x)+

2(c2+a2)yz+2ayu+2aczu+2a∫
x

0
f(ξ)[1-f′(ξ)]dξ=

[aG′(y)-c]y2+[cG′(y)-a]z2+a[f(x)+cy]2+c(az+u)2+2c(f(x)+cy)z+

2a(az+u)y+2a∫
x

0
f(ξ)[1-f′(ξ)]dξ+az2 。

由于① ddt
{[aG′(y)-c]y2}=aG″(y)zy2+2ayzG′(y)-2cyz;

② ddt
{[cG′(y)-a]z2}=cG″(y)z3+2czuG′(y)-2azu;

③ ddt
{a[f(x)+cy]2}=2af(x)f′(x)y+2acy2f′(x)2acf(x)+2ac2yz;

④ ddt
[c(az+u)2]=-2aczf(x)-2cuf(x)-2ac2yz-2c2yu-2caG′(y)z2-2czuG′(y);

⑤ ddt
[2c(f(x)+cy)z]=2cyzf′(x)+2c2z2+2cuf(x)+2c2yu;

⑥ ddt
[2a(az+u)y]=2a2yu-2ayf(x)-2acy2-2aG′(y)yz-2a2yu;

⑦ ddt2a∫
x

0
f(ξ)[1-f′(ξ)]d{ }ξ =2ayf(x)-2ayf(x)f′(x);

⑧ ddt
(az2)=2azu。

则     dVdt=aG″
(y)zy2+cG″(y)z3+2acy2f′(x)2-2acG′(y)z2+2cyzf′(x)+2c2z2-2acy≤

|G″(y)|a y
z

2

+æ

è
ç

ö

ø
÷c|z|z2+(2c2-2acG′(y))z2+(2ac|f′(x)|-2ac)y2+c|f′(x)|(y2+z2)=

|G″(y)|a y
z

2

+æ

è
ç

ö

ø
÷c|z|z2+[2c2-2acG′(y)+c|f′(x)|]z2+[2ac|f′(x)|-2ac+c|f′(x)|]y2≤

εz2+ -2ε-2a2+ 2ac2a
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1z2+ 2ac 2a
2a+1-2ac+c

2a
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1y2≤-εz2。

且只有平凡解才能使dV
dt≡0

,则由关于渐近稳定性的李雅普诺夫稳定性[13]可知,系统(5)的平凡解是渐近稳定

的。 证毕

3推论

推论1 若G′(x′)=b时,即为文献[24]中的定理1。
推论2 若f(x)=d·x时,即为文献[24]中的定理2。
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AsymptoticStabilityofaCertainFourth-orderDifferentialEquation

DONGBiao1,JIANGZiguo1,PUZhilin2

(1.AbaTeacher’sCollege,ShuimoTown,WenchuanSichuan623000;

2.CollegeofMathematicsandSoftwareScience,SichuanNormalUniversity,Chengdu610066,China)

Abstract:Undertheassumptionthatthereisconstanth>0,k>0,m>0andε>0,which|y|≤h,|z|≤kand|y|≤m|z|.The

functionG(y)withcontinuoustwoorderderivatives.Fournonlineardifferentialequationsinx(4)+ax(3)+G′(x′)x(2)+cx′+f(x)

=0,f(0)=0(5),tomeettheconditionsofacG′(y)-c2-a2≥ε>0,|g″(y)|≤ ε
(am2+c)k

,|f′(x)|≤ 2a
2a+1

,2a2+a>c,(f(x)+

cy)sgnz≥0,and(az+u)sgny≥0.ByconstructingLyapunovfunctional,givenequation(5)intheadequacycriterionfortheglobal

asymptoticstability.Theresultsincludeandimprovetherelatedresultsintheliteratures.

Keywords:differentialequation;Lyapunovfunction;asymptoticstability
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