
 2015年3月 重庆师范大学学报(自然科学版) Mar.2015
第32卷 第2期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.32 No.2

 DOI:10.11721/cqnuj20150209

求解自由边界问题的投影收缩算法*

张 守 贵

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:利用线性互补方法,得到了求解自由边界问题的投影收缩算法。采用差商对问题的近似导出系数矩阵正定的线性

互补问题,得到了基于不动点理论的投影收缩算法。用投影和正定性质分析了算法收敛性。并给出了的算法实现过程,
数值算例验证了该方法的可行性和有效性。
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障碍问题、渗流问题等自由边界问题广泛存在于工程和科学实际问题中。由于这类问题在所考虑区域内部

是非线性的,通常需要通过数值方法求解。利用变分不等式理论,文献[1]等研究了这类问题解的适定性。差分

法[2-4]和有限元法[5-6]是目前求解这类问题的主要数值方法。利用二阶差商可将问题转化为有限维线性互补问

题或向量变分不等式[2-4],从而可用各种投影迭代算法求解这类问题[2-4,7-11]。本文利用二阶中心差商对问题近似

后导出标准的正定线性互补问题,再用不动点方法得到投影收缩算法及其收敛性结论[11],并给出了具体的算例

分析。

1数学模型及离散形式

有如下非线性问题

-Δv(x)≥f(x),x∈Ω,
v(x)≥0,x∈Ω,
v(x)(-Δv(x)-f(x))=0,x∈Ω,
v(x)=g(x),x∈Γ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 。

(1)

其中Ω 是R2 中的一有界区域,其边界Γ=∂Ω,f和g 为已知函数。如果f∈L2(Ω),g∈L2(Γ),则问题(1)存在唯

一解[1]。采用差商近似表示问题(1),则得

-Δhu(x)≥f(x),x∈Ω,
u(x)≥0,x∈Ω,
u(x)(-Δhu(x)-f(x))=0,x∈Ω,
u(x)=g(x),x∈Γ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 。

(2)

这里向量函数u(x)代表v(x)的近似值,用差商符号Δh 近似表示拉普拉斯算子。
把已知边界条件代入问题(2),得如下关于u的线性互补问题

u≥0,
Au+b≥0,
uΤ(Au+b)=0

ì

î

í

ïï

ïï 。
(3)

其中A为N 阶方阵,u和b为N 维列向量。本文使用等步长二阶中心差商,则A为每一行的非零元素最多5个

的对称正定稀疏矩阵。参照文献[2-4,7]可知(3)式等价于如下约束优化问题

min12u
Τ(Au+b),

s.t.u≥0{ 。
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且上述问题的解u*是存在且唯一的,从而得问题(3)解的存在唯一性。

2投影收缩算法和收敛性分析

若利用向量a∈RN 的如下运算符号[a]+:=max{0,a},则问题(3)等同于u=[u-(Au+b)]+。此问题又

等价于求解非光滑函数e(u)=u-[u-(Au+b)]+的零点。借鉴文献[11]可采用投影收缩算法求得线性互补问

题(3)的近似解,从而得到自由边界问题(1)的数值解,具体算法过程如下。
第一步,任取初始点u(0)∈RN

+和误差限τ>0,置k=0;

第二步,依次计算e(u(k))=u(k)-[u(k)-(Au(k)+b)]+;d(u(k))=(AΤ+I)e(u(k));ρ(u
(k))=‖e

(u(k))‖2
‖d(u(k))‖2

;

u(k+1)=[u(k)-ρ(u
(k))d(u(k))]+;

第三步,如果‖u(k+1)-u(k)‖≤τ‖u(k+1)‖,则停止迭代并得到数值解u(k+1)。否则,置k:=k+1,返回第二步。
下面用向量内积和欧氏范数证明上述算法的收敛性。用<·,·>和‖·‖分别表示 N 维实 Hilbert空间上

的内积与范数,记向量u=(u1,u2,…,uN)Τ∈RN,v=(v1,v2,…,vN)Τ∈RN。由向量内积 <u,v>=uΤv=∑
N

i=1
uivi,

则有<u,u>=‖u‖2,且<Au,v>=<u,Av>。
参照文献[11],先给出一个有关算法序列的引理,便可得到算法收敛性结果。
引理1 对线性互补问题(3)的解u*和任意的u∈RN,则有<u-u*,(I+A)e(u)>≥‖e(u)‖2。
证明 由u*是问题(3)的解和算法易得

<u*-[u-(Au+b)]+,u-(Au+b)-[u-(Au+b)]+>≤0。
从而有      <[u-(Au+b)]+-u*,e(u)>≥<[u-(Au+b)]+-u*,Au+b>,
进而得       <u-u*,e(u)>≥‖e(u)‖2+<[u-(Au+b)]+-u*,Au+b>。
由于         <e(u),A(u-u*)>=<e(u),Au+b>-<e(u),Au*+b>,
由以上两式相加并利用矩阵A的正定性得

<e(u),(A+I)(u-u*)>≥‖e(u)‖2+<u-u*,Au+b>-<e(u),Au*+b>=
‖e(u)‖2+<[u-(Au+b)]+-u*,Au*+b>+<u-u*,A(u-u*)>≥‖e(u)‖2+<[u-(Au+b)]+-u*,Au*+b>。
由投影定义和u*是问题(3)的解得

<[u-(Au+b)]+-u*,Au*+b>=
<[u-(Au+b)]+,Au*+b>-<u*,Au*+b>=<[u-(Au+b)]+,Au*+b>≥0。 证毕

定理2 若{u(k)}是投影收缩算法产生的序列,则该序列收敛于线性互补问题(3)的唯一解u*,即lim
k→∞

u(k)=u*。

证明 由算法和引理1可得

‖u(k+1)-u*‖2=‖[u(k)-ρ(u
(k))d(u(k))]+-u*‖2≤‖u(k)-ρ(u

(k))d(u(k))-u*‖2=
‖u(k)-u*‖2-2ρ(u

(k))<u(k)-u*,d(u(k))>+ρ2(u
(k))‖d(u(k))‖2=

‖u(k)-u*‖2-2ρ(u
(k))<u(k)-u*,(AΤ+I)e(u(k))>+ρ(u

(k))‖e(u(k))‖2≤
‖u(k)-u*‖2-2ρ(u

(k))‖e(u(k))‖2+ρ(u
(k))‖e(u(k))‖2=‖u(k)-u*‖2-ρ(u

(k))‖e(u(k))‖2。

除非u(k)为线性互补问题(3)的解,否则ρ(u
(k))=‖e

(u(k))‖2
‖d(u(k))‖2>0

。因此序列{‖u(k)-u*‖}收敛,且其极限为

零。 证毕

3算例分析

用本文方法对一个具体问题进行数值测试。考虑在正方形区域Ω=(-1.5,1.5)×(-1.5,1.5)中的如下问

题[5-6]

-Δu(x)+2≥0,x∈Ω,
u(x)≥0,x∈Ω,
u(x)(-Δu(x)+2)=0,x∈Ω,
u(x)=g(x),x∈Γ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 。

其中 Dirichlet边界 条 件 由 解 析 解u=
r2
2-ln

(r)-12
,r>1

0,r≤{ 1
确 定,r=

x2+y2。文献[6]中给出了粗网格下的解析解结果如图1。采用本文方法和迭代终止条件‖u(k+1)-u(k)‖∞≤
10-4‖u(k+1)‖∞,步长为0.15的数值解如图2。由图1、图2可知,本文方法所得结果和文献[6]中的数值解是一

致的。
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图1 文献[6]中的结果            图2 本文数值解结果
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AProjectionandContractionAlgorithmfortheFreeBoundaryProblem

ZHANGShougui
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Aprojectionandcontractionalgorithmbasedonlinearcomplementaritymethodforsolvingthefreeboundaryproblemis
proposedinthispaper.Whenthedifferencequotientisusedtoapproximatetheproblem,weobtainapositivedefinitelinearcomple-
mentarityproblemwhichisequivalenttoafixedpointproblem.Thenaprojectionandcontractionalgorithmisdeduced.Usingpro-
jectionprincipleandpositivedefiniteness,weobtaintheconvergenceofthealgorithm.Theprocessoftheiterativealgorithmispro-
vided,andthenumericalresultsarepresentedtoillustratethefeasibilityandeffectivenessofthisalgorithm.
Keywords:freeboundary;differencequotient;linearcomplementarity;projection;contractionalgorithm
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