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一类带时滞具有非线性传染率的SIR模型的稳定性分析*

王 娅,杨志春

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:考虑了一类具有潜伏期与恢复期的传染病模型。首先建立了带时滞具有非线性传染率的SIR模型,其次应用线性

化系统的方法证明了系统的局部稳定性。最后,利用Lyapunov泛函方法研究了系统在地方病平衡点的全局渐近稳定性,
获得系统全局稳定性的一个充分条件为:当基本再生数R0>1,当sgn(S(t)-S*(t))=sgn(I(t)-I*(t))=sgn(R(t)-
R*(t))时,本文所讨论的SIR模型在地方病平衡点是全局渐近稳定的;当R0<1,通过迭代技巧,讨论了该模型在地方病

平衡点处的全局渐近稳定性。
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众所周知,传统的、经典的SIR流行病模型由Kermack和 Mckendrick在1927年提出。后来随着时间的推

移,许许多多学者从不同的角度对该模型进行深入思考和研究,得到了一些新的传染病模型。如:文献[1]中的

研究者考虑了传染率形式为βSI
N

和β(N)SI的SIRS传染病模型,证明了该模型在地方病平衡点处和无病平衡点

处都是全局渐近稳定的。文献[2-7]中的研究者们分别研究了非线性发生率的传染病模型,讨论了模型在无病平

衡点处和地方病平衡点处的稳定性。文献[8-9]中的研究者分别讨论了有媒介传染的时滞传染病模型和具有饱

和发生率的时滞传染病模型,并且都证明了模型在无病平衡点和地方病平衡点的稳定性。文献[10]中的研究者

分析了具有非线性传染率且带时滞的SIR传染病模型,其具体模型见(1)式。
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其中S(t),I(t),R(t)分别为易感染者,感染者和恢复者。A 为该种群的最大接收率,d为S(t),I(t),R(t)的死亡

率,β为接触率,γ为恢复者的恢复率,τ≥0为感染者将疾病传染给易感染者滞后时间。
这个模型考虑了疾病的潜伏期,其缺陷是没有考虑疾病的恢复期,本文主要讨论一类具有潜伏期与恢复期,

和更一般非线性传染率的传染病模型,见(2)式。
本文将研究该系统在无病平衡点和地方病平衡点的局部渐近稳定性与全局渐近稳定性。
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1系统平衡点的局部渐近稳定性

设系统(2)的初始条件为

S(θ)=φ1(θ),I(θ)=φ2(θ),R(θ)=φ3(θ),φi(θ)≥0,θ∈[-τ,0],φi(0)>0(i=1,2,3)。
记它的无病平衡点:E0(S0,0,0),及地方病平衡点:E*(S*,I*,R*),这里

S0=A
d
,S*=
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其中地方病平衡点存在的条件是R0>1。
定理1 当R0<1时,系统(2)在无病平衡点E0 是局部渐近稳定的。当R0>1时,系统(2)的无病平衡点E0

是不稳定的。
证明 系统(2)在E0 的特征方程为

(λ+d)2[λ+d-e-λτ(βSn
0-r)]=0。 (3)

(3)式有两个负根λ1=λ2=-d,它的其他根由下列等式决定:

f(λ)=λ+d-e-λτ(βSn
0-r)。

若R0<1,τ=0,令f(λ)=0得λ3=βSn
0-(d+r)<0。

τ>0,f(λ)=λ+d-e-λτ(βSn
0-r)=0。 (4)

设iw(w>0)是(4)式的解,则有iw+d-e-iwτ(βSn
0-r)=0。整理得

d=βSn
0coswτ-rcoswτ,w=rsinwτ-βSn

0sinwτ。

w2=(βSn
0-r)2-d2<0,与w>0矛盾。所以(3)式的根均有负实部。

若R0>1,f(0)=r+d-βSn
0<0,lim

λ→+∞
f(λ)=+∞。

因此f(λ)=0有正实根,所以此时无病平衡点是不稳定的。 证毕

定理2 当R0>1时,系统(2)在地方病平衡点E*是局部渐近稳定的。
证明 系统(2)在E*处的特征方程为

(λ+d)[λ2+p1λ+p0+e-λτ(q1λ+q0)]=0, (5)
其中,p1=nβ(S*)n-1I*+2d,p0=d[nβ(S*)n-1I*+d],q1=r-β(S*)n,

q0=[r-β(S*)n][nβ(S*)n-1I*+d]+nβ2(S*)2n-1I*。
显然λ=-d是(5)式的一个负根,则(5)式的其他根由下列方程决定

λ2+p1λ+p0+e-λτ(q1λ+q0)=0。 (6)
当τ=0时,(6)式化为

λ2+(p1+q1)λ+p0+q0=0。
由于

p1+q1=nβ(S*)n-1I*+2d-r-β(S*)n=nβ(S*)n-1I*+d>0,

p0+q0=d[nβ(S*)n-1I*+d]+[r-β(S*)n][nβ(S*)n-1I*+d]+nβ2(S*)2n-1I*=
nβ2(S*)2n-1I*>0。

因此,系统(1)在τ=0时,特征根都是负实根,所以在地方病平衡点是稳定的。
当τ>0时,令iω是(6)的解,则

(iω)2+p1(iω)+p0+e-iωτ[(q1(iω)+q0]=0。
分离实、虚部且两边平方相加得

ω4+(p21-2p0-q21)ω2+p20-q20=0, (7)
令u=ω2,则(7)式化为

u2+(p21-2p0-q21)u+p20-q20=0。 (8)
由于p21-2p0-q21=[nβ(S*)n-1I*+2d]2-2d[nβ(S*)n-1I*+d]-[r-β(S*)n]=

[nβ(S*)n-1I*+d]2>0,

p20-q20=(p0-q0)(p0+q0)=
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nβ2(S*)2n-1I*[2nβd(S*)n-1I*+2d2+nβ2(S*)2n-1I*]>0。
即(8)式没有正根得证。 证毕

2系统平衡点的全局渐近稳定性

定理3 当R0<1时,系统(2)在无病平衡点E0 处是全局渐近稳定的。
证明 由系统(2)可得

dS(t)
dt ≤A-ds。

由比较定理知limsup
t→∞

S(t)≤A
d
,因而对足够小的ε>0,有T1>0,当t>T1 时,S(t)≤A

d+ε
。

由(2)式的第二个方程可知
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I(t-τ)-rI(t-τ)-dI(t)。

由于R0<1时,对足够小ε有β
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<r+d,则limsup
t→∞

I(t)=0。因而对足够小的ε>0,有T2>T1+τ,

使得当t>T2 时,I(t)≤ε,再由(2)式的第一个方程得

dS(t)
dt ≥A-dS(t)-β

A
d+

æ

è
ç

ö

ø
÷ε
n

ε,

则有

liminf
t→∞

S(t)≥
A-β

A
d+

æ

è
ç

ö

ø
÷ε
n

ε

d
。

令ε→0,则liminf
t→∞

S(t)≥A
d
,因此可得lim

t→∞
S(t)=A

d
,同理可得lim

t→∞
I(t)=0,lim

t→∞
R(t)=0。得证。 证毕

定理4 当R0>1时,sgn(S(t)-S*(t))=sgn(I(t)-I*(t))=sgn(R(t)-R*(t)),系统(2)在地方病平衡

点E*处是全局渐近稳定的。
证明 设x=S-S*,y=I-I*,z=R-R*。构造Lyapunov函数

V(t)=|x(t)|+|y(t)|+|z(t)|
则

V
·
(t)=sgn(x(t))x(t)

·

+sgn(y(t))y(t)
·

+sgn(z(t))z(t)
·

=
sgn(x(t))[A-d(x(t)+S*)]+sgn(y(t))[-d(y(t)+I*)]+
sgn(z(t))[-d(z(t)+R*)]≤ -d(|x(t)|+|y(t)|+|z(t)|)。

所以        V(t)+d∫
t

0
(|x(s)|+|y(s)|+|z(s)|)ds≤V(0)<+∞。

因此,对任意t≥0,V(t)在[0,t]内有界,同时

∫
+∞

0
|x(t)|dt<+∞,∫

+∞

0
|y(t)|dt<+∞。

由文献[11]定理3的证明可知:

lim
t→+∞

(|x(t)|+|y(t)|+|z(t)|)=0。

故 lim
t→+∞

S(t)=S*,lim
t→+∞

I(t)=I*,lim
t→+∞

R(t)=R*。

因此地方病平衡点是全局渐近稳定的。 证毕
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StabilityAnalysisofaClassofDelaySIRModelwithNonlinearIncidenceRate

WANGYa,YANGZhichun
(CollegeofMathematics,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Thispaperconsidersanepidemicmodelwithlatentperiodandtherecoveryperiod.Firstly,aclassofdelaySIRmodel
withnonlinearincidenceRateisformulated.Then,byusingthemethodoflinearizationoftheseequations,weprovethelocalstabil-
ityofeachequilibriumforthesystemswithdelay.Finally,byLyapunovfunctionwederiveglobalstabilityoftheendemicequilibri-
umandobtainasufficientconditionfortheglobalstabilityofthesystem.IfthebasicreproductivenumberR0<1,thedisease-free
equilibriumisgloballystability.IfR0>1,sgn(S(t)-S*(t))=sgn(I(t)-I*(t))=sgn(R(t)-R*(t))theendemicequilibriumis

globallystability.
Keywords:SIRmodel;localstability;globalstability
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