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具扰动阻尼项波动方程的整体吸引子*
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摘要:具扰动阻尼项波动方程在非线性发展方程、无穷维动力系统及数学物理方程中有一定的代表性,定义了一个连续半

群,进而通过算子半群的方法,利用发展方程和无穷维动力系统的紧密关系,借助偏微分方程的一些标准技巧研究一类具

扰动阻尼项波动方程的初边值问题,利用Soblev空间中重要不等式对非线性项进行估计,得到该类方程整体解的存在唯

一性,且当空间维数 N≤5时,在相对比较弱的条件下证明了上述问题整体吸引子的存在性,所得结果都是新的,并且扩

展了文献原有的结果。
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1预备知识

具扰动阻尼项波动方程是发现较早的一类波动方程,在数学、物理等领域中有着广泛的应用前景,其整体吸

引子是近年来偏微分方程研究的热点,目前关于它的研究主要集中在其存在性及维数方面。为了得到整体吸引

子的更多性质,文献[1-5]中对一些非线性发展方程的整体吸引子均有论述,Dell’Oro和Pata[6-7]随后的研究又

得到许多有意义的结果。本文研究了一类具扰动阻尼项波动方程

εutt+γut-Δu+g(u)=f(x),Ω×R+, (1)

u|∂Ω=0,∂u∂γ|∂Ω=0
,t>0, (2)

u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=u1(x),x∈Ω (3)
的初边值问题,其中Ω 是RN 中具光滑边界的有界区域,0<ε<1,ε2≪γ<1。记

V1=H1
0,V′1=H-1=V-1,V2=H2

0,‖·‖p=‖·‖Lp(p≥1),‖·‖=‖·‖L2,Eδ=Vδ+1×Vδ(δ≥0)。
算子A:V1→V-1,(Au,v)=(Ñu,Ñv),u,v∈V1。D(A)={u∈L2|Au∈L2}=H2∩H1

0,Au=-Δu,u∈D(A),
则A 是V1 上的自伴正算子,且从V1 到V′1 上和从D(A)到L2 上同构。定义As(s∈R)和 Hilbert空间Vs=

D(A
s
2)(s∈R),(u,v)s=(A

s
2u,A

s
2v)。

先考虑Cauchy问题

εutt+γut+Au+g(u)=f(x), (4)

u(0)=u0,ut(0)=u1。 (5)
引理1[8] 设X,Y 是Banach空间,X⊂Y。若φ∈L∞(0,T;X)∩Cw([0,T];Y),则φ∈Cw([0,T];X)。
引理2[9] 若(u0,u1)∈Eδ,h∈L∞(R+;Vδ)(δ≥0),则问题(4)~(5)存在唯一解u,(u,ut)∈Cb(R+;Eδ),

utt∈L∞(R+;Vδ-1),有估计

‖A
δ
2ut‖2+‖A

δ
2u‖2+‖A

δ+1
2u‖2≤C‖(u0,u1)‖Eδe

-δt+C2,C2=C(‖(u0,u1)‖Vδ
)。

引理3[9] 设u是问题(4)~(5)在定理1中所述的解,g满足条件(1),则g′(u)ut∈L∞(R+;Vσ),当 N≤4
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时,0<σ<1;当N=5时,0<σ<1-p
2
。

2主要结论

定理1 假定下列条件成立:

i)g∈C2(R),|g(s)|≤K1(|s|p+1),|g′(s)|+|g″(s)|≤K2(|s|p-1+1),1≤p≤ N
(N-2)+

,(a)+=

max{0,a},Ki>0(i=1,2)。∫
s

0
g(τ)dτ≥-C1,sg(s)-ρG(s)≥-C0,0<ρ<2;

ii)(u0,u1)∈E1,f∈V1。
则问题(1)~(3)存在唯一解u,(u,ut)∈Cb(R+;E1),utt∈Cb(R+;L2),且当空间维数N≤5时,(u,ut)连续依赖

E1 上的初值。
证明 设v=ut+εu,则问题(4)~(5)等价于

εvt+(γ-ε2)v+ε(ε2-γ)u+Au+g(u)=f(x), (6)

v(0)=u1+εu0≡v0。
(6)式与v作内积,得

d
dtH1(u,v)+K1(u,v)=0, (7)

其中     H1(u,v)=12ε‖v‖2+ε(ε2-γ)‖u‖2+‖A
1
2u‖2+2∫Ω∫

u

0
g(s)dsdx-2(f,u( ))≥

1
2
(ε‖v‖2+ε(ε2-γ)‖u‖2+‖A

1
2u‖2)-C0,

K1(u,v)=(γ-ε2)‖v‖2+ε2(ε2-γ)‖u‖2+ε‖A
1
2u‖2+ε(g(u),u)-ε(f,u)。

而  K1(u,v)-ρεH1(u,v)=γ-ε2 1+ρæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖v‖2+ε2(ε2-γ)1-ρæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖u‖2+ε1-ρæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖A
1
2u‖2+

ε(g(u),u)-ρε∫Ω∫
u

0
g(s)dsdx+ε(ρ-1)(f,u)≥C ‖v‖2+‖A

1
2u‖( )2 -C0,t>0 (8)

由(7)、(8)式,得

‖ut‖2+‖u‖2+‖A
1
2u‖2≤C1e-δt+C0,C1=C(‖(u0,u1)‖E0

),C0=C(‖f‖)。
(4)式与Aut,Au分别作内积,得

1
2
d
dt
(ε‖A

1
2ut‖2+‖Au‖2-2(f,Au))+γ‖A

1
2ut‖2+(g(u),Aut)=0, (9)

d
dt

γ
2‖A

1
2u‖2+ε(ut,Auæ

è
ç

ö

ø
÷)+‖Au‖2+(g(u),Au)=ε‖A

1
2ut‖2+(f,Au) (10)

(9)+ε×(10),得ddtH2(u)+K2(u)=0。其中

H2(u)=12
(ε‖A

1
2ut‖2+‖Au‖2+γε‖A

1
2u‖2)+ε2(ut,Au)-2(f,Au)≥

γε
4
(‖A

1
2ut‖2+‖Au‖2+‖A

1
2u‖2)-C0。 (11)

由假定i),得

(A
1
2g(u),A

1
2ut)≤14‖A

1
2ut‖2+ε

4‖Au‖2+C(ε)(‖A
1
2u‖2+‖A

1
2u‖2p), (12)

|(g(u),Au)|≤14‖Au‖2+C1+‖A
1
2u‖2( )p ,2|(f,Au)|≤14‖Au‖2+‖f‖2。 (13)

由(11)~(13)式,得

K2(u)≥C(‖A
1
2ut‖2+‖Au‖2)-C1e-δt-C0。 (14)

由(10)、(14)式,得K2(u)-δH2(u)≥-C1e-δt-C0。所以
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‖A
1
2ut‖2+‖A

1
2u‖2+‖Au‖2≤C2e-δt+C0,C2=C(‖(u0,u1)‖E1

)。 (15)

现在,找问题(4)~(5)的近似解un(t)=∑
n

j=1
Tjn(t)ωj,Aωj=λjωj,j=1,2,…,{ωj}是L2 中的规范正交基,在

V1 中也正交,且Tjn(t)=(un,ωj),满足

ε(un
tt,ωj)+γ(un

t,ωj)+(Aun,ωj)+(g(un),ωj)=(f(x),ωj),t>0,j=1,…,n, (16)

un(0)=u0n,un
t(0)=u1n。

这里(u0n,u1n)→(u0,u1)(n→∞)在E1 中。(15)式对un 仍成立,可抽子列仍记{un},使un→u在L∞(R+;V2)上
弱*,un

t→ut 在L∞(R+;V1)上弱*。
由假定i)易得‖g(un)-g(u)‖→0(n→∞),即(u,ut)∈L∞(R+;E1)。又εutt=-γut-Au-g(u)-f∈

L∞(R+;L2),(16)式在(0,t)上积分,得

ε(un
t,ωj)-ε(u1n,ωj)+γ(un,ωj)-γ(u0n,ωj)+∫

t

0
(Aun +g(un)-f,ωj)dτ=0。

易证          ∫
t

0
A

1
2un,A

1
2ω( )j dτ→∫

t

0
A

1
2u,A

1
2ω( )j dτ=∫

t

0
(Au,ωj)dτ,

∫
t

0
(g(un)-g(u),ωj)dτ ≤∫

t

0
‖g(un)-g(u)‖·‖ωj‖dτ→0

(16)式当n→∞,并对t求导,得到u是问题(4)~(5)的解,且(u,ut)∈L∞(R+;E1),utt∈L∞(R+;L2)。又u∈
H1(0,T;V2)⊂C([0,T];V2),ut∈Cw([0,T];L2),即(u,ut)∈Cw([0,T];E1)。(9)式在(t0,t)上积分,得

1
2ε‖A

1
2ut(t)‖2+‖Au(t)‖2- ε‖A

1
2ut(t0)‖2+‖Au(t0)‖( )( )2 =

∫
t

t0

(f,Aut)-γ‖A
1
2ut‖2-(g,Aut( ))dτ→0,t→t0,

即(u,ut)∈Cb(R+;E1),utt∈Cb(R+;L2)。
下证唯一性。即(u,ut)连续依赖E1 上的初值。设u,v是问题(4)~(5)在Cb(R+;E1)上分别对应初值u0,

u1 和v0,v1 的解,则ω=u-v满足

εωtt+γωt+Aω+g(u)-g(v)=0, (17)

ω(0)=u0-v0≡ω0,ωt(0)=u1-v1≡ω1。
(17)式与ωt,Aωt 分别作内积,由假定得

1
2
d
dt
(ε‖ωt‖2+‖A

1
2ω‖2)+γ‖ωt‖2≤12‖ωt‖2+C(‖ω‖2+‖A

1
2ω‖2),

1
2
d
dt
(ε‖A

1
2ωt‖2+‖Aω‖2)+γ‖A

1
2ωt‖2≤12‖A

1
2ωt‖2+C(‖A

1
2ω‖2+‖Aω‖2)。

由Gronwall不等式得

‖(ω(t),ωt(t))‖2E0≤C(T)‖(ω0,ω1)‖
2
E0
,t∈[0,T],

‖(ω(t),ωt(t))‖2E1≤C(T)‖(ω0,ω1)‖
2
E1
,t∈[0,T]。 证毕

注 定义S(t)(u0,u1)=(u(t),ut(t)),当空间维数N≤5时,S(t)组成E1 中的连续半群。
定理2 在定理1的假定下,在注中定义的连续半群在E1 上存在整体吸引子。
证明 先考虑线性方程的Cauchy问题:εutt+γut+Au=h,u(0)=u0,ut(0)=u1。由(15)式,B={(u,v)∈

E1|‖(u,v)‖2E1≤C0}是Sε(t)的吸收集,且dist(Sε(t)B0,B)≤C(B0)e-δt,∀B0⊂E1,B0 为有界集。令Sε
2(t):

E1→E1,Sε
2(t)(u0,u1)=(u,ut),且εutt+γut+Au=0;u(0)=u0,ut(0)=u1。用定理1同样的方法,得

‖Sε
2(t)‖ℓ(E1)≤Ce

-δt,t≥0,sup
φ∈B
‖Sε

2(t)φ‖→0,t→∞,B 为E1 中的有界集。令

Sε
1(t)=Sε(t)-Sε

2(t):E1→E1,Sε
1(t)(u0,u1)=(û,ût),且εûtt+γût+Aû=f(x)-g(u), (18)

这里u是问题(4)~(5)在定理1中所述的解,(18)式对t求导,设ω=ût,则

εωtt+γωt+Aω=-g′(u)ut, (19)

ω(0)=0,ωt(0)=1ε
(f(x)-g(u0))。 (20)
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由引理3,g′(u)ut∈L∞(R+;Vσ),对问题(19)、(20)应用引理2,得(ût,ûtt)=(ω,ωt)∈Cb(R+;Eδ)。所以,

(û,ût)∈Cb(R+;Eδ+1),Aû=-εûtt-γût+f(x)-g(u)∈Cb(R+;Vσ)。由于Eδ+1⊂E1,因此对任意有界集

B0⊂E1,∪
t≥0

Sε
1(t)B0 在E1 中相对紧,即Sε

1(t)是准紧的。所以,Sε(t)存在整体吸引子。 证毕
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GlobalAttractorsforaClassofPerturbedDampedWaveEquations

ZHANGYuanyuan1,WANGHongwei2
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Abstract:Theclassofperturbeddampedwaveequationhascertainrepresentationininfinite-dimensionaldynamicalsystemsand
mathematicalphysicsequations.Acontinuoussemigroupisdefined。Andthroughthemethodofsemigroup,bythecloserelation-
shipbetweenevolutionequationsandinfinite-dimensionaldynamicalsystems,andusingsomestandardmethods,theinitialboundary
valueproblemforaclassofperturbeddampedwaveequationisstudied.ByimportantinequalityinSoblevSpace,thenon-linear
termsareestimated.Theexistenceanduniquenessoftheglobalsolutionsforthisclassofequationareobtained.Andwhenthespace
dimensionN≤5,underrathermildconditionsthedynamicalsystemassociatedwiththeabove-mentionedproblempossessesaglobal
attractor.Theresultsarenewandexpandtheliteratureoriginallyresults.
Keywords:perturbeddampedterm;globalsolutions;globalattractors
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