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定义在模糊数上的模糊值函数的连续及导数的新定义*
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摘要:本文首先给出了定义在模糊数上的模糊值函数以及模糊值函数的连续和可导的定义。在此基础上给出了模糊值函

数的连续、截集和可导的新概念,利用模糊数的分解定理和序关系讨论了模糊值函数导数的性态,得出了求模糊值函数的

导数的基本法则。所得结论拓展了模糊数学的基本概念,丰富了模糊值函数导数的基本理论。
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定义在实数上的模糊值函数的连续、导数,许多作者做了大量的研究,得出了相当的结论[1-9]。毕淑娟在文

献[2]中利用区间值函数,借助扩张原理讨论了定义在实数上的模糊值函数的连续性;毕淑娟在文献[3]中讨论

了定义在模糊数上的模糊值函数的极限;王鹏飞等人在文献[4]中讨论了定义在实数上的复模糊值函数的导数;
殷凤等人在文献[5]中利用区间值函数,借助扩张原理讨论了定义在实数上的模糊值函数的一致连续性和一致

导数;郭嗣琮在文献[6]中利用模糊结构元方法讨论了定义在实数上的模糊值函数的微分;洪勇在文献[7]中利

用区间值函数,借助扩张原理讨论了定义在实数上的模糊值函数的微分;邵亚斌等人在文献[8]中讨论了定义在

实数上的模糊值函数的可导性;但定义在模糊数上的模糊值函数的连续、导数鲜有作者涉足。本文在文献[3-9]
基础上给出了定义在模糊数上的模糊值函数的连续和可导的概念,并讨论了定义在模糊数上的模糊值函数的连

续、导数及其性质,得出了一些重要结论。定义在模糊数上的模糊值函数极限、连续、导数等微分理论在控制、规
划、评价、优化、分类、识别等生活生产需求中有丰富的理论和实际应用价值。

1模糊数知识

定义1[1] 称u~:R→[0,1]模糊数是指∀r∈[0,1],[u~]r 为非空有界闭区间[u~-r ,u~+r ],其中[u~]r={x∈R:

u~(x)≥r},r∈(0,1],[u~]0={x∈R:u~(x)>0},所有模糊数的集记做E1。
定理1[1] 对∀u~,v~∈E1 和∀k∈R 有以下运算法则:a)([u~+v~]r=[u~-r +v~-r ,u~+r +v~+r ],r∈[0,1];b)

[u~-v~]r=[u~-r -v~+r ,u~+r -v~-r ],r∈[0,1];c)[u~v~]r=[min{u~-r v~-r ,u~-r v~+r ,u~+r v~-r ,u~+r v~+r },max{u~-r v~-r ,u~-r v~+r ,

u~+r v~-r ,u~+r v~+r }],r∈[0,1];d)k[u~]r=k[u~-r ,u~+r ]=
[ku~-r ,ku~+r ],k≥0
[ku~+r ,ku~-r ],k<{ 0

,r∈[0,1]。E1 赋之如上的加法和乘法

运算将成为一个凸锥,该凸锥可等距同构地嵌入到一个Banach空间中去。
定义2[1] 对∀u~,v~∈E1u~≤v~当且仅当u~-r +u~+r ≤v~-r +v~+r (∀r∈[0,1])称u~=v~当且仅当u~≤v~,u~≥v~同时成

立。

设有模糊数集E1,若存在对应关系f
~,使得∀x~∈E1,有y~∈E1 与之对应,则称f

~
为定义在模糊集E1 上的模糊

值函数,记为y~=f
~(x~)[2]。

2模糊值函数的连续定义

文献[3]中给出了定义在模糊数上的模糊值函数收敛性的定义,并讨论了一些性质,在此基础上给出定义在
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模糊数上模糊值函数连续的定义。

定义3[3] 设有模糊值函数f
~(x~),若对任意ε>0,存在δ>0,当0< x~-a~ <δ时,有 f

~(x~)-b
~
<ε,则称

f
~(x~)在x~=a~处的极限存在且为b

~,记作lim
x~→a~

f
~(x~)=b

~。

定义4 设有模糊值函数f
~(x~),若对任意ε>0,存在δ>0,当 x~-a~ <δ时,有 f

~(x~)-f
~(a~)<ε,则称f

~(x~)
在x~=a~处连续。

3模糊值函数的连续性质

由模糊值函数极限和连续的定义知,模糊值函数f
~(x~)在x~=a~处连续必然在x~=a~处极限存在,下面利用模糊

值函数极限的性质讨论模糊值函数连续的性质。

定理2 f
~(x~)在x~=a~处连续的充要条件是若对∀ε>0,∃δ>0,∀x~′,x~″有当 x~′-a~ <δ,x~″-a~ <δ时,有

f
~(x~′)-f

~(x~″)<ε。(仿照文献[2]的定理9可证明)。

定理3 设有模糊值函数f
~(x~)、g~(x~)在x~=a~都连续,则有kf

~(x~)+lg~(x~)在x~=a~连续,且

lim
x~→a~
(kf

~(x~)+lg~(x~))=kf
~(a~)+lg~(a~)。

证明 因为lim
x~→a~
(kf

~(x~)+lg~(x~))=klim
x~→a~

f
~(x~)+llim

x~→a~
g~(x~)),又lim

x~→a~
f
~(x~)=f

~(a~),lim
x~→a~

g~(x~)=g~(a~),所以

lim
x~→a~
(kf

~(x~)+lg~(x~))=kf
~(a~)+lg~(a~)。 证毕

定理4 设有模糊值函数f
~(x~)、g~(x~)在x~=a~都连续,则f

~(x~)g~(x~)在x~=a~连续,且lim
x~→a~
(f
~(x~)g~(x~))=f

~(a~)g~(a~)。

证明 因为lim
x~→x~0

g~(x~)=a~,所以对任意ε1>0,存在δ1>0,当 x~-a~ <δ1 时,有 f
~(x~)-f

~(a~)<ε1,又存在

一个M
~
和δ3>0,对任意的 x~-a~ <δ3,有 f

~(x~)<M
~
。又因为lim

x~→x~0
g~(x~)=a~,所以对任意ε2>0,存在δ2>0,当

x~-a~ <δ2 时,有 g~(x~)-g~(a~)<ε2,所以对∀ε>0,只要δ=min(δ1,δ2,δ3)>0,有 f
~(x~)g~(x~)-f

~(a~)g~(a~)=

(f
~(x~)-f

~(a~))g~(x~)+(g~(x~)-g~(a~))f
~(a~) < f

~(x~)-f
~(a~) g~(x~) + g~(x~)-g~(a~) f

~(a~) < M
~
ε1 +

f
~(a~)ε2<ε,所以lim

x~→a~
(f
~(x~)g~(x~))=f

~(a~)g~(a~)。 证毕

定理5 若模糊值函数f
~(x~)在x~=a~处连续,lim

x~→x~0
g~(x~)=a~,则lim

x~→x~0
f
~[g~(x~)]=f

~(a~)。

证明 因为f
~(x~)在x~=a~处连续,所以对任意ε1>0,存在δ1>0,当 x~-a~ <δ1 时,有 f

~(x~)-f
~(a~)<ε1,又

因为lim
x~→x~0

g~(x~)=a~,对任意ε2>0,存在δ2>0,当0< x~-x~0 <δ2 时,有 g~(x~)-a~ <ε2,只要取δ1=ε2,则对任意

ε2>0,存在δ2>0,当0< x~-x~0 <δ2 时,有 f
~(g~(x~))-f

~(a~)<ε2,即lim
x~→x~0

f
~[g~(x~)]=f

~(a~)。 证毕

推论1 若模糊值函数g~(x~)在x~=x~0 处连续,f
~(x~)在a~=g~(x~0)处连续,则f

~[g~(x~)]在x~=x~0 处连续。

根据上述讨论,两个模糊值函数f
~(x~)与g~(x~)在x~=x~0 处都连续,则它们的线性组合在x~=x~0 处也连续,两个

模糊值函数的积f
~(x~)g~(x~)在x~=x~0 处也连续,g~(x~)在x~=x~0 有极限a~,f

~(x~)在x~=a~处连续,它的复合函数

f
~[g~(x~)]在x~=x~0 处也连续。

4模糊值函数的导数定义

文献[4-8]中给出了定义在实数上的模糊值函数导数的定义,在此基础上给出定义在模糊数上模糊值函数导

数的定义,模糊值函数f
~(x~)的截集的定义,及导数和截集的关系。

定义5 设有模糊值函数f
~(x~)在点a~的某个邻域内有定义,若对lim

x→a

f
~(x~)-f

~(a~)
x~-a~

,则称模糊值函数f
~(x~)在
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x~=a~处可导。

定义6[4] 设有模糊值函数f
~(x~)在点a的邻域内有定义,若f

~-
r (x~),f

~+
r (x~)在x~=a~处都可导,则称模糊值函

数f
~(x~)在x~=a~处可导。

定义7[4] 设模糊值函数f
~(x~),对于∀r∈(0,1],模糊值函数f

~(x~)的截集为f
~(x~)r= ∪

r∈(0,1]
r[f

~-
r (x~),f

~+
r (x~)]。

定义8[4] 设有模糊值函数f
~(x~)在E1 上有界,若f

~-
r (x~),f

~+
r (x~)在E1 上都可导,且df

~-
r (x~)
dx~

关于r不减,

df
~+
r (x~)
dx~

关于r不增,则称模糊值函数f
~(x~)在E1 上可导。并定义df

~(x~)
dx~

= ∪
r∈(0,1]

rd
f
~-
r (x~)
dx~

,df
~+
r (x~)
dx

é

ë
êê

ù

û
úú~ 。

5模糊值函数导数的性质

根据模糊值函数导数的定义,利用截集的性质及导数和截集的关系讨论定义在模糊数上的模糊值函数导数

的性质。

定理6 设模糊值函数f
~(x~)、g~(x~)在x~=a~均可导,∀k,l∈R,则kf

~(x~)+lg~(x~)在x~=a~可导,且
d
dx~
(kf

~(x~)+lg~(x~))=k d
dx~f

~(x~)+l d
dx~g

~(x~)。

证明 因为(f
~(x~)+g~(x~))r=f

~
r(x~)+g~r(x~),所以 d

dx~
(f
~(x~)+g~(x~))= ∪

r∈(0,1]
r d
dx~
(f
~(x~)+g~(x~))é

ë
êê

ù

û
úúr =

∪
r∈(0,1]

r d
dx~
(f
~
r(x~)+g~r(x~é

ë
êê

ù

û
úú))。又有当k≥0时,因为

d
dx~
(kf

~(x~))r= ddx~
[kf

~-
r (x~),kf

~+
r (x~)]= k d

dx~f
~-
r (x~),kddxf

~+
r (x~é

ë
êê

ù

û
úú)=k

d
dx~f

~
r(x~),

d
dx~
(lf

~(x~))r= ∪
r∈(0,1]

r d
dx~

lf
~
r(x~é

ë
êê

ù

û
úú)= ∪

r∈(0,1]
lr d
dx~f

~
r(x~é

ë
êê

ù

û
úú)=l ∪

r∈(0,1]
r d
dxf

~
r(x~é

ë
êê

ù

û
úú)=l ddx~f

~(x~),

当k≤0时,同理能证明上式成立,得证。 证毕

定理7 设复模糊值函数f
~~(x~)=(f

~
1(x~),f

~
2(x~))、g~

~(x~)=(g~1(x~),g~2(x~))在x~=a~均可导,∀k,l∈z,则

kf
~~(x~)+lg~

~(x~)在x~=a~可导,且 d
dx~
(kf

~~(x~)+lg~
~(x~))=k d

dx~f
~~(x~)+l d

dx~g
~~(x~)。

证明 因为f
~~(x~)r=(f

~
1(x~),f

~
2(x~))r=(f

~
1 (x~)r,f

~
2 (x~)r),(f

~(x~)+g~(x~))r=f
~(x~)r+g~(x~)r,且∀f

~~(x~)=

(f
~
1(x~),f

~
2(x~))∈F,c=c1+ic2,有cf

~~(x~)=(c1f
~
1(x~),c2f

~
2(x~)),所以 d

dx~
(f
~~(x~)+g~

~(x~))= d
dx~
(f
~
1(x~)+g~1(x~),

f
~
2(x~)+g~2(x~))= ∪

r∈(0,1]
r d
dx~
(f
~
1(x~)+g~1(x~),f

~
2(x~)+g~2(x~))r= ∪

r∈(0,1]
r d
dx~
(f
~
1 (x~)r+g~1 (x~)r,f

~
2 (x~)r+

g~2(x~)r)= ddx~f
~~(x~)+ d

dx~g
~~(x~)。因为 d

dx~
kf

~~(x~)r= ddx~
[kf

~-
r (x~),kf

~+
r (x~)]= k d

dx~f
~-
r (x~),k d

dx~f
~+
r (x~é

ë
êê

ù

û
úú)=

k d
dx~f

~-
r (x~),(k∈ R)成 立,所 以 当 k∈z 时,d

dx~
(kf

~~ (x~))= ∪
r∈(0,1]

r d
dx~

(k1f
~
1(x~),k2f

~
2(x~))r =

∪
r∈(0,1]

r d
dx~
(k1f

~
1(x~æ

è
ç

ö

ø
÷)
r
,∪
r∈(0,1]

r d
dx~
(k2f

~
2(x~))r)=k d

dx~
(f
~
1(x~),f

~
2(x~))=k d

dx~f
~~(x~)。 证毕

定理8 若模糊值函数g~(x~)在x~=x~0 处可导,f
~(x~)在a~=g~(x~0)处可导,则f

~[g~(x~)]在x~=x~0 处可导,且导数

为 d
dxf

~[g~(x~0)]=ddxf
~[g~(x~0)]ddxg

~(x~0)。

证明 因为lim
x→x~0

g~(x~)-g~(x~0)
x~-x~0

=g~′(x~0),lim
x→a

f
~(x~)-f

~(a~)
x~-a~

=f
~
′(a~),所以d

dxf
~[g~(x~0)]=lim

x→x~0

f
~(g~(x~))-f

~(g~(x~0))
x~-x~0

=

lim
x→x~0

f
~(g~(x~))-f

~(g~(x~0))
g~(x~)-g~(x~0)

·g~(x~)-g~(x~0)
x~-x~0

=lim
x→x~0

f
~(g~(x~))-f

~(g~(x~0))
g~(x~)-g~(x~0)

lim
x→x~0

g~(x~)-g~(x~0)
x~-x~0

=f
~
′(a~)g~′(x~0)=
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d
dxf

~[g~(x~0)]ddxg
~(x~0)。 证毕

根据上述讨论,两个模糊值函数g~(x~)与f
~(x~)在x~=x~0 处都可导,则它们的线性组合在x~=x~0 处也可导,且导

数等于它们导数的线性组合;g~(x~)在x~=x~0 处可导,f
~(x~)在a~=g~(x~0)处可导,复合函数f

~[g~(x~)]在x~=x~0 也可

导,导数等于内函数导数乘外函数导数。
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NewDefinitionoftheDifferentialandContinuityofFuzzy-ValuedFunction

YINFeng,WANGPengfei
(DepartmentofMathematics,XinzhouTeacher’sUniversity,XinzhouShanxi034000,China)

Abstract:Inthispaper,thedefinitiononthefuzzynumbercompoundfuzzy-valuedfunctionandthecomplexfuzzyvaluefunctionof
thedefinitionofcontinuousandderivativearegiven.Basedonwhichitdefinearegivenacutsets,derivativeandanalyticsoffuzzy-
valuedfunction,andthedifferentialoffuzzy-valuedfunctionarediscussedbyusingresolutiontheoremoffuzzyfunctionandorderre-
lationoffuzzyfunction,thebasiclawoffuzzy-valuedfunctiondifferentialareproved,Theconclusionsextendthebasicconceptsof
fuzzymathematics,andenrichthebasictheoryofcomplexfuzzy-valuedfunctionseries.
Keywords:complexfuzzy-valuedfunction;cutsetsoffuzzy-valuedfunction;differential;continuity
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