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非连通图C4m∪G的优美标号*

吴 跃 生

(华东交通大学 理学院,南昌330013)

摘要:讨论了非连通图C4m∪G的优美性,给出了非连通图C4m∪G 是优美图的4个充分条件:当图G 是缺标号值k+3m
且特征为k的交错图时,非连通图C4m∪G存在着缺标号值k+1的优美标号;当图G是缺标号值k+m+1且特征为k的

交错图时,非连通图C4m∪G存在特征为2m+k+1缺标号值k+1的交错标号;当图G 是缺标号值k+2m 且特征为k 的

交错图时,非连通图C4m∪G存在缺标号值k+3m 的优美标号;当图G是缺标号值k+2m+1且特征为k的交错图时,非
连通图C4m∪G存在缺标号值k+m 的优美标号。
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1基本概念

V(G)和E(G)分别表示图G 的顶点集和边集,记号[m,n]表示整数集合{m,m+1,…,n},其中m 和n 均为

非负整数,且满足0≤m<n。未说明的符号及术语均同文献[1]。
图的优美标号问题是组合数学中一个热门课题[1-13]。
定义1[1] 对于一个图G=(V,E),如果存在一个单射θ:V(G)→[0,|E(G)|],使得对所有边e=uv∈

E(G),由θ′(e)=|θ(u)-θ(v)|导出的E(G)→[1,|E(G)|]是一个双射,则称G 是优美图,θ是G 的一组优美标

号,称θ′为G 的边上的由θ导出的诱导值。
文献[1]已经证明:圈C4m是交错图。本文讨论了非连通图C4m∪G 的优美性。给出非连通图C4m∪G 是优美

图的4个充分条件。
定义2[2] G 是一个优美二部图,其优美标号为θ,V(G)划分成两个集合 X,Y,如果max

v∈X
{θ(v)}<

min
v∈Y
{θ(v)},则称θ是G的交错标号,称G 是在交错标号θ下的交错图,称G 是在交错标号θ下的交错图,标

max
v∈X
{θ(v)}=k为交错图G 关于交错标号θ的特征。

2主要结果及其证明

定理1 对任意正整数m,如果图G 是特征为k且缺k+3m 标号值的交错图(3m≤k+3m≤|E(G)|),非连

通图C4m∪G 存在缺标号值k+1的优美标号。
证明 设V(C4m)={x1,x2,…,x4m},E(C4m)={x1x2,x2x3,…,x4m-1x4m,x4mx1},设X,Y 是图G 的一个二

分化,θ1 是图G 的交错标号,且max
v∈X
{θ1(v)}=k<min

v∈Y
{θ1(v)}=k+1,|E(G)|=q。

定义C4m∪G 的顶点标号θ为:θ(x2i)=4m-i+1+k,i=1,2,…,2m;θ(x2i-1)=i-1+k+2,i=1,2,…,m;

θ(x2m+1)=k+7m,θ(x2i-1)=i+k,i=m+2,m+3,…,2m;θ(v)=
θ1(v),v∈X
θ1(v)+4m,v∈{ Y

。

1)θ:X→[0,k]是单射;θ:Y→[k+4m+1,q+4m]-{7m+k}是单射;θ:V(C4m)→[k+2,k+4m]∪{7m+k}
是双射;θ:V(C4m∪G)→[0,q+4m]-{k+1}是单射。
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2)θ′(x2ix2i-1)=
|(i-1+k+2)-(4m-i+1+k)|,i=1,2,…,m
|(i+k)-(4m-i+1+k)|,i=m+2,m+3…,2{ m

=
4m-2i,i=1,2,…,m
4m-2i+1,i=m+2,m+3,…,2{ m

,

θ′(x2m+2x2m+1)=4m,θ′(x2ix2i+1)=
|(4m-i+1+k)-(i+k+2)|,i=1,2,…,m-1
|(4m-i+1+k)-(i+1+k)|,i=m+1,m+3,…,2m{ -1

,θ′(x2ix2i+1)=

4m-2i-1,i=1,2,…,m-1
4m-2i,i=m+1,m+3,…,2m{ -1

,θ′(x2mx2m+1)=4m-1,θ′(x4mx1)=2m-1,θ′:E(C4m)→[1,4m]是双射,θ′:

E(G)→[4m+1,q+4m]是双射,θ′:E(C4m∪G)→[1,q+4m]是双射。 证毕

由1)和2)式的证明可知θ就是非连通图C4m∪G 的缺k+1标号值的优美标号。
定理2 对任意正整数 m,如果图G 是缺k+m+1标号值且特征为k 的交错图(m+1≤k+m+1≤

|E(G)|),非连通图C4m∪G 存在特征为2m+k+1,缺标号值k+1的交错标号。
证明 设V(C4m)={x1,x2,…,x4m},E(C4m)={x1x2,x2x3,…,x4m-1x4m,x4mx1},设X,Y 是图G 的一个二

分化,θ1 是图G 的交错标号,且max
v∈X
{θ1(v)}=k<min

v∈Y
{θ1(v)}=k+1,|E(G)|=q。

定义C4m∪G 的顶点标号θ为:θ(x2i)=4m-i+1+k,i=1,2,…,m-1;θ(x2m)=k+5m+1,θ(x2i)=4m-

i+k+2,i=m+1,m+2,…,2m;θ(x2i-1)=i-1+k+2,i=1,2,…,2m;θ(v)=
θ1(v),v∈X
θ1(v)+4m,v∈{ Y

。

1)θ:X→[0,k]是单射,θ:Y→[k+4m+1,q+4m]-{k+5m+1}是单射,θ:V(C4m)→[k+2,k+4m]∪{k+
5m+1}是双射,θ:V(C4m∪G)→[0,q+4m]-{k+1}是单射。

2)θ′(x2i-1x2i)=
|(i-1+k+2)-(4m-i+1+k)|,i=1,2,…,m-1
|(i-1+k+2)-(4m-i+2+k)|,i=m+1,m+3,…,2{ m

=
4m-2i,i=1,2,…,m-1
4m-2i+1,i=m+1,m+2,…,2{ m

,

θ′(x2m-1x2m)=4m,θ′(x2ix2i+1)=
|(4m-i+1+k)-(i+k+2)|,i=1,2,…,m-1
|(4m-i+1+k+2)-(i+1+k+2)|,i=m+1,m+3,…,2m{ -1

,θ′(x2ix2i+1)=

4m-2i-1,i=1,2,…,m-1
4m-2i,i=m+1,m+3,…,2m{ -1

,θ′(x2mx2m+1)=4m-1,θ′(x4mx1)=2m,θ′:E(C4m)→[1,4m]是双射,θ′:

E(G)→[4m+1,q+4m]是双射,θ′:E(C4m∪G)→[1,q+4m]是双射。
由1)和2)式的证明可知θ就是非连通图C4m∪G 的缺k+1标号值的优美标号。
令X1=X∪{x2i-1,i=1,2,…,2m},Y1=Y∪{x2i,i=1,2,…,2m},则有max

v∈X1
{θ(v)}=θ(x4m-1)=2m+k+1<

min
v∈Y1
{θ(v)}=θ(x4m)=2m+k+2。所以,θ就是非连通图C4m∪G 的缺k+1标号值且特征为2m+k+1的交错标

号。 证毕

定理3 对任意正整数m,如果图G 是缺k+2m+1标号值且特征为k的交错图(2m+1≤k+2m+1≤
|E(G)|),非连通图C4m∪G 存在缺标号值k+m 的优美标号。

证明 设V(C4m)={x1,x2,…,x4m},E(C4m)={x1x2,x2x3,…,x4m-1x4m,x4mx1},设X,Y 是图G 的一个二

分化,θ1 是图G 的交错标号,且max
v∈X
{θ1(v)}=k<min

v∈Y
{θ1(v)}=k+1,|E(G)|=q。

定义C4m∪G 的顶点标号θ 为:θ(x2i-1)=4m-i+1+k,i=1,2,…,2m;θ(x2i)=i+k,i=1,2,…,m-1;

θ(x2i)=i+k+1,i=m,m+1,…,2m-1;θ(x4m)=k+6m+1;θ(v)=
θ1(v),v∈X
θ1(v)+4m,v∈{ Y

。

1)θ:X→[0,k]是单射;θ:Y→[k+4m+1,q+4m]-{6m+1+k}是单射;θ:V(C4m)→[k+1,k+4m]∪
{6m+1+k}-{m+k}是双射;θ:V(C4m∪G)→[0,q+4m]-{m+k}是单射。

2)

θ′(x2ix2i-1)=
|(i+k)-(4m-i+1+k)|,i=1,2,…,m-1
|(i+k+1)-(4m-i+1+k)|,i=m,m+1,…,2m{ -1

=
4m+1-2i,i=1,2,…,m-1
4m-2i,i=m,m+1,…,2m{ -1

;

θ′(x2ix2i+1)=
|(4m-i+k)-(i+k)|,i=1,2,…,m-1
|(4m-i+k)-(i+1+k)|,i=m,m+1,…,2m{ -1

;

θ′(x2ix2i+1)=
4m-2i,i=1,2,…,m-1
4m-1-2i,i=m,m+1,…,2m{ -1

;θ′(x4m-1x4m)=4m;θ′(x4mx1)=2m+1;
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θ′:E(C4m)→[1,4m]是双射;θ′:E(G)→[4m+1,q+4m]是双射;θ′:E(C4m∪G)→[1,q+4m]是双射。
由(1)和(2)式的证明可知θ就是非连通图C4m∪G 的缺k+m 标号值的优美标号。 证毕

定理4 对任意正整数m,如果图G 是缺k+2m 标号值且特征为k的交错图(2m≤k+2m≤|E(G)|),非连

通图C4m∪G 存在缺标号值k+3m 的优美标号。
证明 设V(C4m)={x1,x2,…,x4m},E(C4m)={x1x2,x2x3,…,x4m-1x4m,x4mx1},设X,Y 是图G 的一个二

分化,θ1 是图G 的交错标号,且max
v∈X
{θ1(v)}=k<min

v∈Y
{θ1(v)}=k+1,E(G)=q。

定义C4m∪G 的顶点标号θ为:θ(x2i-1)=4m-i+1+k,i=1,2,…,m;θ(x2i-1)=4m-i+k,i=m+1,m+2,

…,2m;θ(x2i)=i+k,i=1,2,…,2m-1;θ(x4m)=k+6m;θ(v)=
θ1(v),v∈X
θ1(v)+4m,v∈{ Y

。

1)θ:X→[0,k]是单射;θ:Y→[k+4m+1,q+4m]-{6m+k}是单射;θ:V(C4m)→[k+1,k+4m]∪{6m+k}

-{3m+k}是双射;θ:V(C4m∪G)→[0,q+4m]-{3m+k}是单射。

2)

θ′(x2ix2i-1)=
(i+k)-(4m-i+1+k),i=1,2,…,m
(i+k)-(4m-i+k),i=m+1,m+2,…,2m{ -1

=
4m+1-2i,i=1,2,…,m
4m-2i,i=m+1,m+2,…,2m{ -1

;

θ′(x2ix2i+1)=
|(i+k)-(4m-i+k)|,i=1,2,…,m
|(i+k)-(4m-i-1+k)|,i=m+1,m+2,…,2m{ -1

;

θ′(x2ix2i+1)=
4m-2i,i=1,2,…,m-1
4m-1-2i,i=m,m+1,…,2m{ -1

;θ′(x4m-1x4m)=4m;θ′(x4mx1)=2m;

θ′:E(C4m)→[1,4m]是双射;θ′:E(G)→[4m+1,q+4m]是双射;θ′:E(C4m∪G)→[1,q+4m]是双射。
由(1)和(2)式的证明可知θ就是非连通图C4m∪G 的缺k+3m 标号值的优美标号。 证毕

引理1 对任意正整数n,设C4n是有4n个顶点的圈,则C4n存在特征为2n-1且缺3n的交错标号。
证明 记圈C4n上的顶点依次为v1,v2,…,v4n,定义圈C4n的顶点标号θ为:

θ(v2i-1)=i-1,i=1,2,…,2n,θ(v2i)=
4n+1-i,i=1,2,…,n
4n-i,i=n+1,n+2,…,2{ n

。

容易验证,θ就是圈C4n的缺3n且特征为2n-1的交错标号。 证毕

注意到:3n=(2n-1)+n+1,由定理1和引理1有

推论1 对任意正整数m,非连通图C4m∪C12m-4存在缺标号值6m-2的优美标号。
例1 由推论1给出的,当m=2时,非连通图C8∪C20存在缺标号值10的优美标号为:非连通图C8∪C20中

C8 的优美标号为:11,17,12,16,23,15,13,14;非连通图C8∪C20中C20的优美标号为:0,28,1,27,2,26,3,25,4,

24,5,22,6,21,7,20,8,19,9,18。
由定理2和引理1有如下推论。
推论2 对任意正整数m,非连通图C4m∪C4m存在缺2m 标号值且特征为4m 的交错标号。
例2 由推论2给出的非连通图C24∪C24的优美标号为:0,48,1,47,2,46,3,45,4,44,5,43,6,41,7,40,8,

39,9,38,10,37,11,36,0;13,35,14,34,15,33,16,32,17,31,18,42,19,30,20,29,21,28,22,27,3,26,24,25,

13。
引理2[1] 如果θ是图G 特征为k的交错标号,令θ1(v)=|E(G)|-θ(v),v∈V(G),则θ1 是图G 特征为

|E(G)|-k-1的交错标号。
由推论2和引理2有推论3。
推论3 对任意正整数m,非连通图C4m∪C4m存在特征为4m-1且缺6m 标号值的交错标号。
注意到:6m=(4m-1)+1+2m,由推论3和定理2有推论4。
推论4 对任意正整数m,非连通图C8m∪C4m∪C4m存在特征为8m,缺标号值4m 的优美标号。
由推论4和引理2有推论5。
推论5 对任意正整数m,非连通图C8m∪C4m∪C4m存在特征为8m-1,缺标号值12m 的优美标号。
注意到:12m=(8m-1)+1+4m,由推论5和定理2有推论6。
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推论6 对任意正整数m,非连通图C16m∪C8m∪C4m∪C4m存在特征为16m,缺标号值8m 的优美标号。
继续重复上述过程,有推论7。

推论7 对任意正整数m,n(n≥2),非连通图C4m∪ ∪
n

i=2
C2i( )m 存在缺标号值2n-1m,特征为2nm 的优美标号。

由推论7和引理2有推论8。

推论8 对任意正整数m,n(n≥2),非连通图C4m∪ ∪
n

i=2
C2i( )m 存在缺标号值2n-13m,特征为2nm-1的优美

标号。
例3 由推论8给出的,当m=2,n=2时,非连通图C8∪C8 的缺标号值4,特征为8的优美标号为:0,16,1,

15,2,13,3,12,0;5,11,6,14,7,10,8,9,5。由推论7给出的,当m=2,n=3时,非连通图C8∪C8∪C16的缺标号

值8,特征为16优美标号为:32,0,31,1,30,3,29,4,32;27,5,26,2,25,6,24,7,27;9,23,10,22,11,21,12,28,

13,20,14,19,15,18,16,17,9。由推论7给出的,当m=2,n=4时,非连通图C8∪C8∪C16∪C32的缺标号值16,
特征为32的优美标号为:0,64,1,63,2,61,3,60,0;5,59.6,62,7,58,8,57,5;55,9,54,10,53,11,52,4,51,12,

50,13,49,14,48,15,55;17,47,18,46,19,45,20,44,21,43,22,42,23,41,24,56,25,40,26,39,27,38,28,37,

29,36,30,35,31,34,32,33,17。
注意到:3n=(2n-1)+n+1,由定理3和引理1有推论9。
推论9 对任意正整数m,非连通图C4m∪C8m存在缺标号值5m-1的优美标号。
例4 由推论9给出的,当m=2时,非连通图C8∪C16的缺标号值9的优美标号为:15,8,14,10,13,11,12,

20,15;0,24,1,23,2,22,3,21,4,19,5,18,6,17,7,16,0。
注意到:3n=(2n-1)+n+1,由定理4和引理1有推论10。
推论10 对任意正整数m,非连通图C4m∪C8m-4存在缺标号值7m-3的优美标号。
例5 由推论10给出的,当m=2时,非连通图C8∪C12的缺标号值11的优美标号为:13,6,12,7,10,8,9,

17,13;0,20,1,19,2,18,3,16,4,15,5,14,0。
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TheGracefulLabelingoftheUnconnectedGraphC4m∪G

WUYuesheng
(SchoolofScience,EastChinaJiaotongUniversity,Nanchang330013,China)

Abstract:ThegracefulnessoftheunconnectedgraphC4m∪Gisdiscussed.Foursufficientconditionsaregivenforthegracefulnessof
unconnectedgraphC4m∪G.Forarbitrarypositiveintegerm,ifthereexistsabalancedlabelingofgraphG,thecriticalvalueofthe
balancedofgraphGiskandk+3misthemissingvalueofthebalancedlabelingofgraphG,thenthereexistsagracefullabelingof
theunconnectedgraphC4m∪Gandk+1isthemissingvalueofthegracefullabelingoftheunconnectedgraphC4m∪G;ifthereexists
abalancedlabelingofgraphG,thecriticalvalueofthebalancedofgraphGiskandk+m+1isthemissingvalueofthebalancedla-
belingofgraphG,thenthereexistsabalancedlabelingoftheunconnectedgraphC4m∪Gandk+1isthemissingvalueofthebal-
ancedlabelingoftheunconnectedgraphC4m∪G,2m+k+1isthecriticalvalueofthebalancedlabelingoftheunconnectedgraph
C4m∪G.
Keywords:gracefulgraph;balancedbipartitegraph;unconnectedgraph;gracefullabeling
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