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块H-矩阵的判定和应用*

高 会 双

(内蒙古民族大学 数学学院,内蒙古 通辽028000)

摘要:利用矩阵的块对角占优和块广义严格对角占优的性质,给出了块严格α1-对角占优矩阵的等价表示,进而得到了块

H-矩阵新的判定法则,即设A=(aij)∈Cn×n,M5=∅,若A 满足‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A) ≥1(∀i∈

M1,j∈M2),则A为块 H-矩阵。并应用于矩阵正稳定性的判定。
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1预备知识

近些年来,分块矩阵越来越受到人们的关注,因为在很多实际问题中,系数矩阵的维数越来越大。1962年,

Feingold和 Varga首先给出了块对角矩阵的概念[1]。1969年,Robert对块对角优矩阵的相关概念进行了推

广[2],而且引入了广义块对角占优矩阵(块H-矩阵)的概念。国内外许多学者都对块对角优矩阵进行了研究,得
到了一些重要成果[1-8]。本文给出了块严格α-对角占优矩阵的等价表示,进而得到了块H-矩阵新的判定法则,作
为应用得到了正稳定矩阵的判定条件。

设A=(aij)∈Cn×n为n 阶复方阵,分块如下
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。 (1)

其中,Aii为ni阶复矩阵,1≤i≤m,∑
m

i=1
ni=n。 设Ri(A):=∑

j≠i
‖Aij‖,Ci(A):=∑

j≠i
‖Aji‖,∀i∈M={1,2,

…,m},这里的矩阵范数‖·‖为向量范数诱导的矩阵范数。记 M1={i∈M|Ri(A)<‖Aii
-1‖-1<Ci(A)},

M2={i∈M|Ci(A)<‖Aii
-1‖-1<Ri(A)},M3={i∈M|‖Aii

-1‖-1≥Ri(A),‖Aii
-1‖-1>Ci(A)},M4={i∈

M|‖Aii
-1‖-1≥Ci(A),‖Aii

-1‖-1>Ri(A)},M5={i∈M|‖Aii
-1‖-1≤Ri(A),‖Aii

-1‖-1≤Ci(A)}。显然

有M=M1∪M2∪M3∪M4∪M5。
定义1[1] 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式,若存在α∈[0,1],使得

‖Aii
-1‖-1≥(>)Ri(A)(∀i∈M), (2)

则称A为块(严格)对角占优矩阵,记为A∈BD。
定义2 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式,若存在α∈[0,1],使得

‖Aii
-1‖-1≥(>)αRi(A)+(1-α)Ci(A)(∀i∈M), (3)

则称A为块(严格)α1-对角占优矩阵,记为A∈BD1(α0)(A∈BD1(α))。
定义3 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式,若存在α∈[0,1],使得

‖Aii
-1‖-1≥(>)Ri

α(A)Ci
1-α(A)(∀i∈M), (4)

* 收稿日期:2014-04-30  修回日期:2014-11-26  网络出版时间:2015-01-22 11:56
资助项目:内蒙古民族大学科学研究基金(No.NMD1226);内蒙古自治区高等学校科学研究项目(No.NJZY13175)

作者简介:高会双,女,讲师,研究方向为数值代数和算子代数,E-mail:gaohuishuang@163.com
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20150122.1156.012.html



则称A为块(严格)α2-对角占优矩阵,记为A∈BD2(α0)(A∈BD2(α))。
注 在定义2和定义3中,则当α=1时有A∈BD,α=0时有AT∈BD,由此可知定义2和定义3是定义1的

推广。
定义4 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式,若存在正对角阵X(X 的分块形式与A 的分块形式相同),使得

AX∈BD,则称A为块H-矩阵(或块广义严格对角占优矩阵),记为A∈BH。
定义5[7] 设A=(aij)∈Cn×n,特征值实部若满足Reλ(A)>0,则A称为正稳定矩阵。
引理1[8] 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式,且A∈BD2(α),则A为块H-矩阵。
引理2[9] 设σ,τ是任意两个非负实数,α∈[0,1],则有ατ+(1-α)σ≥τασ1-α,且等号成立的充要条件是

τ=σ。

2块α-对角占优矩阵的等价表示与非奇异块H-矩阵的判定

首先给出块严格α-对角占优矩阵的等价表示。
定理1 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式,则A∈BD1(α)的充分必要条件是M5=∅,且对任意的i∈M1,j∈

M2 有

‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
>1。 (5)

证明 必要性。由A∈BD1(α),显然有M5=∅。则对任意的i∈M1,有‖Aii
-1‖-1>αRi(A)+(1-α)Ci(A),

即α>Ci(A)-‖Aii
-1‖-1

Ci(A)-Ri(A)
,知

1-α<‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A)
。 (6)

同理,对任意的j∈M2,有‖Ajj
-1‖-1>αRj(A)+(1-α)Cj(A),即

α<‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
。 (7)

综合(6)式和(7)式知,对任意的i∈M1,j∈M2 有‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
>1。

充分性。由指标集 M1 的取法可知,对任意的i∈M1,有0<
‖Aii

-1‖-1-Ri(A)
Ci(A)-Ri(A) <1,则知存在充分小的

ε1>0,使0<‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) -ε1。再由(5)式可知存在充分小的ε2>0,使对任意的i∈M1,j∈M2 有

‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
-ε2>1。 (8)

令ε=min{ε1,ε2},

α=‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) -ε, (9)

则0<α<1。由(9)式知

‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) >α。 (10)

由(10)式 得 ‖Aii
-1‖-1 >αRi (A)+ (1-α)Ci (A)。由 (8)式 得 ‖Ajj

-1‖-1-Cj(A)
Rj(A)-Cj(A)

>1-

‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) -æ

è
ç

ö

ø
÷ε ,即‖Ajj

-1‖-1-Cj(A)
Rj(A)-Cj(A)

>1-α,进而得‖Ajj
-1‖-1>αRj(A)+(1-α)Cj(A)。对任

意的k∈M3∪M4 及任意的α∈(0,1),显然有‖Akk
-1‖-1>αRk(A)+(1-α)Ck(A)。

综上所述,由M5=∅知对任意i∈M1∪M2∪M3∪M4,α∈(0,1),使得‖Aii
-1‖-1>αRi(A)+(1-α)Ci(A),

即A∈BD1(α)。 证毕

下面得到块H-矩阵新的判定法则。
定理2 设A=(aij)∈Cn×n,M5=∅,如果A满足下列条件之一:1)M5∪M1=∅,2)M5∪M2=∅,则A 为
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块H-矩阵。

证明 1)设M5∪M1=∅,对任意的j∈M2,由0<
‖Ajj

-1‖-1-Cj(A)
Rj(A)-Cj(A)

<1知,存在α∈(0,1)使得α<

‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
,再由引理2得‖Ajj

-1‖-1>αRj(A)+(1-α)Cj(A)≥Rj
α(A)Cj

1-α(A)。

又因为对任意的k∈M3∪M4,任意的α∈(0,1)以及引理2显然有‖Akk
-1‖-1>αRk(A)+(1-α)Ck(A)≥

Rk
α(A)Ck

1-α(A)。
综上可知,A∈BD2(α),再由引理1知A为块H-矩阵。

2)设M5∪M2=∅,对任意的i∈M1,由0<
Ci(A)-‖Aii

-1‖-1

Ci(A)-Ri(A) =1-‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) <1知存在α∈

(0,1)使得0<Ci(A)-‖Aii
-1‖-1

Ci(A)-Ri(A) <α,同时由引理2得

‖Aii
-1‖-1>αRi(A)+(1-α)Ci(A)≥Ri

α(A)Ci
1-α(A)。

又因为对任意的k∈M3∪M4,任意的α∈(0,1)以及引理2显然有‖Akk
-1‖-1>αRk(A)+(1-α)Ck(A)≥

Rk
α(A)Ck

1-α(A)。
综上可得,A∈BD2(α),再由引理1知A为块H-矩阵。 证毕

因此,下面笔者总假设M1≠∅且M2≠∅。

定理3 设A=(aij)∈Cn×n,M5=∅,若对任意的i∈M1,j∈M2,A满足不等式

‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
≥1, (11)

则A为块H-矩阵。
证明 分两种情形讨论。

情形1,如果对任意的i∈M1,j∈M2,有
‖Aii

-1‖-1-Ri(A)
Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj

-1‖-1-Cj(A)
Rj(A)-Cj(A)

>1,由定理1知A∈

BD1(α),再根据引理2知存在α∈(0,1),对任意j∈M2,使得

‖Ajj
-1‖-1>αRj(A)+(1-α)Cj(A)≥Rj

α(A)Cj
1-α(A),

根据引理1知A为块H-矩阵。

情形2,不失一般性,总可假设存在i0∈M1,j0∈M2,使
‖Ai0i0

-1‖-1-Ri0
(A)

Ci0
(A)-Ri0

(A) +
‖Aj0j0

-1‖-1-Cj0
(A)

Rj0
(A)-Cj0

(A) =

1,且对任意的i∈M1\i0,j∈M2\j0有
‖Aii

-1‖-1-Ri(A)
Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj

-1‖-1-Cj(A)
Rj(A)-Cj(A)

>1。

令α0=
‖Aj0j0

-1‖-1-Cj0
(A)

Rj0
(A)-Cj0

(A) =1-
‖Ai0i0

-1‖-1-Ri0
(A)

Ci0
(A)-Ri0

(A)
,则‖Ai0i0

-1‖-1=α0Ri0
(A)+(1-α0)Ci0

(A)成

立,由引理2和Ri0
(A)<‖Ai0i0

-1‖-1<Ci0
(A),得

‖Ai0i0
-1‖-1=α0Ri0

(A)+(1-α0)Ci0
(A)>Ri0

α0(A)Ci0
1-α0(A)

和‖Aj0j0
-1‖-1=α0Rj0

(A)+(1-α0)Cj0
(A)成 立,由 引 理2和 Cj0

(A)<‖Aj0j0
-1‖-1<Rj0

(A),得

‖Aj0j0
-1‖-1=α0Rj0

(A)+(1-α0)Cj0
(A)>Rj0

α0(A)Cj0
1-α0(A)。

由(11)式,显然有1-‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) ≤α0≤‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
。

对任意的i∈M1\i0,j∈M2\j0 应用于情形1,得

‖Aii
-1‖-1>Ri

α0(A)Ci
1-α0(A),‖Ajj

-1‖-1>Rj
α0(A)Cj

1-α0(A)。
又因为对任意的k∈M3∪M4,任意的α∈(0,1)以及引理2显然有

‖Akk
-1‖-1>αRk(A)+(1-α)Ck(A)≥Rk

α(A)Ck
1-α(A)。

综上可得,令α=α0∈(0,1),由 M5=∅,则对任意的i∈M,得‖Aii
-1‖-1>Ri

α(A)Ci
1-α(A),即A∈

BD2(α),根据引理1知A为块H-矩阵。 证毕
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3应用

由上述结论,容易得到关于矩阵正稳定性的判定。
引理3[7] 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式。若M=M1∪M2,M1∩M2=∅。若i∈M1时,Aii为Hermite正

定阵;若i∈M2时,Aii为非奇异的 M-矩阵,矩阵范数取Frobenius范数。则当A 为块 H-矩阵时,A 是正稳定矩

阵。
定理4 设A=(aij)∈Cn×n,分块如(1)式。若i∈M1时,Aii为 Hermite正定阵;若i∈M2时,Aii为非奇异的

M-矩阵,矩阵范数取 Frobenius范数。若 M5=∅,且对任意的i∈M1,j∈M2 有 ‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) +

‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A)
>1,则A 是正稳定矩阵,其中M1=M1∪{i∈M|‖Aii

-1‖-1=Ci(A)>Ri(A)},M2=

M2∪M4∪{i∈M|‖Aii
-1‖-1>Ci(A),‖Aii

-1‖-1>Ri(A)}。
证明 由定理3知A∈BH,再根据引理3得结论成立。 证毕

推论1 设A=(aij)∈Zn×n。若A满足定理4的条件,则A是非奇异的 M-矩阵。
推论2 设A为Hermite矩阵。若A满足定理4的条件,则A是Hermite正定矩阵。

定理5 当A=(aij)∈Cn×n。若1
2
(A+A*)满足定理3的条件,则A是正稳定矩阵。

4数值例子

有了上述定理就很容易判定高阶矩阵是否为非奇异的A为块H-矩阵。

例 A

┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
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┈
┈
┈

┈
┈
┈
┈
┈
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┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

=

15
2 0 3 1 0 2

0 15
2 -1 1 -1 1

-2 1 165
2 -825 1 0

0 3 0 165
2 2 1

0 1 -2 1 143
2 -715

1 2 1 3 0 143

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

2

=
A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

33

。

经计算有A11-1=

2
15 0

0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

15

,A22-1=

2
165

4
33

0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

165

,A33-1=

2
143

20
143

0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

143

。

取矩阵范数 ‖A‖ =‖A‖∞ =max
i ∑

n

j=1
aij ,经计算有‖A11-1‖-1=152

,‖A12‖=4,‖A13‖=2,

‖A22-1‖-1=152
,‖A21‖=3,‖A23‖=3,‖A33-1‖-1=132

,‖A31‖=3,‖A32‖=4。由本文记号有R1(A)=

6,R2(A)=6,R3(A)=7;C1(A)=6,C2(A)=8,C3(A)=5。
显然有M1={2},M2={3},M3=M4={1},M5=∅。进而计算得到

‖A22-1‖-1-R2(A)
C2(A)-R2(A) +‖A33

-1‖-1-C3(A)
R3(A)-C3(A) =1.52 +

1.5
2 =1.5>1

。

即满足定理3的条件,所以矩阵A为非奇异块H-矩阵。
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CriteriaforBlockH-MatricesandItsApplication

GAOHuishuang
(SchoolofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,TongliaoInnerMongolia028000,China)

Abstract:Inthispaper,basedonthepropertiesofblockdiagonaldominanceandgeneralizedstrictlydiagonaldominancematrices,

theequivalentrepresentationsofblockstrictlyα1-diagonallydominantmatricesaregiven.Furthermore,somecriteriaforblockH-

matricesareobtained,thatis,letA=(aij)∈Cn×nandM5=∅,ifAsatisfies‖Aii
-1‖-1-Ri(A)

Ci(A)-Ri(A) +‖Ajj
-1‖-1-Cj(A)

Rj(A)-Cj(A) ≥1(∀i∈

M1,j∈M2),thenAisablockH-matrix.Astheirapplication,criteriaforpositivestabilityofmatricesaregiven.
Keywords:blockα-diagonallydominantmatrices;blockH-matrices;positivestablematrix;M-matrices
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