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混合 Weibull分布的参数估计的 MCEM加速算法*
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摘要:讨论混合 Weibull分布在正常应力和恒加应力水平下的参数估计,首先构造两总体的混合 Weibull分布,然后利用

MCEM加速算法,给出了混合 Weibull分布在正常应力水平下完全数据时的参数估计。其次在正常应力水平下,分别在

定数截尾和定时尾情形下得到参数估计的迭代解,并且讨论当混合 Weibull分布中没有冗余参数的情形下,结合Cheby-
shev迭代算法,得到所有参数的估计。将正常应力水平下的情形推广到恒加应力情形下,分别在完全数据情形和截尾数

据情形下对其中参数进行估计,最后提出有待进一步研究的问题。
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关于混合分布很多文献均有介绍[1-2]。许多文献已尝试用EM 算法来估计混合分布问题,比如混合伽玛分

布的场合[3],混合正态分布场合[4],单总体的 Weibull分布场合[5],文献[6-8]在混合指数分布的场合下对其中参

数进行估计。但由于EM算法的收敛速率是线性的,被缺损信息的倒数所控制。这样,当缺损数据的比例很高

时,收敛速度非常缓慢。罗季[9]提出了EM 算法的不足并给出了 MonteCarloEM 加速算法(简称 MCEM加速

算法)。严海芳[10-12]研究了利用 MCEM 加速算法对定数截尾情形、恒加应力下情形下的混合指数分布,对数正

态分布的参数作出了估计。在设备寿命可靠性分析试验中,Weibull分布是应用最为广泛的模型之一,许多类型

的产品,在涉及寿命问题时都广泛提倡用 Weibull分布,可用作多种类型产品的寿命分布模型[13]。但是在应用中

会经常遇到混合分布的情况。基于 MCEM 加速算法在参数估计方面的优越性以及 Weibull分布应用的广泛

性,本文构造混合 Weibull分布,在正常应力和恒加应力水平下,利用 MCEM 加速算法,在完全数据情形下,定
时和定数情形下对其中参数进行估计,并进行了模拟试验。

本文中研究的混合 Weibull分布的密度函数具有以下形式:

f(x;p,λ1,α1,λ2,α2)=pf(x;λ1,α1)+(1-p)f(x;λ2,α2)。 (1)
若将α1,α2 视作冗余参数,需要估计的参数记为θ=(p,λ1,λ2)′。设样本x1,x2,…,xn 为取自密度为(1)的样

本,对于混合总体,以fji,Fji和sji分别表示样品xi 服从参数为(λj,αj)的 Weibull分布的密度函数,分布函数和

生存函数,有以下形式

fji=f(xi;λj,αj)=λjαjxαj-1exp(-λjxαj),

Fji=F(xi;λj,αj)=1-exp(-λjxαj),

sji=exp(-λjxαj),
其中j=1,2,i=1,2,…,n。并记fi 和si 分别表示样本xi 服从形如(1)式的混合 Weibull分布的密度函数和生

存函数

fi=pf1i+(1-p)f2i,
si=ps1i+(1-p)s2i。

在加速寿命试验中,要对一批产品进行统计分析,在正常应力和恒加应力水平下对其中的参数进行估计是

最常用的方法,在两种应力水平下又有完全数据和截尾数据两类情形,所以,本文旨在讨论混合 Weibull分布的
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参数估计问题,并逐一导出混合分布在不同情形下参数估计的迭代解。第一节利用 MCEM加速算法,给出了混

合 Weibull分布在正常应力水平下完全数据时的参数估计。第二节在正常应力水平下混合 Weibull分布在定数

截尾情形和定时截尾情形下的参数估计,第三节讨论混合 Weibull分布没有冗余参数的情形下,结合Chebyshev
迭代算法,在一定精度范围内,利用α的迭代解代替αEM 进行后面的运算。第四节在恒加应力水平下完全数据情

形的参数估计,并得到所有参数的估计,第五节讨论在恒加应力水平下截尾情形时的参数估计,第六节在不同的

情形下进行了数据模拟,证明收敛效果良好。最后提出利用 MCEM 加速算法运算中存在的问题和进一步研究

的问题。

1正常应力水平下完全数据情形

对于xi 服从混合 Weibull分布fi·,设Ii=Ii(λ=λ1|xi)为示性变量,Ii=1表示xi 是取自f1i的总体,Ii=0
表示xi 是取自f2i的总体。由于xi 取自于哪个总体是未知的,因而Ii 是不可观测的随机变量。易得Ii~B(1,p),

i=1,2,…,n,且它们之间相互独立。

xi 与Ii 的联合分布为g(xi,Ii;θ)=(pf1i)Ii[(1-p)f2i]1-Ii,由此Ii 在xi 给定的条件分布为

PIi=1xi;( )θ =pf1ifi
,PIi=0xi;( )θ =

(1-p)f2i
fi

。

对于给定的初值θ(0),利用 MCEM加速算法对参数进行估计,步骤为:

MCE1步:以p(I|θ(l),X)表示在给定θ和观测数据X 下,潜在数据I的条件预测分布。由p(I|θ(l),X)随机

地抽取n个随机数Ii(i=1,2,…,n)。

MCE2步:计算Q(θ|θ(l),X)=1n∑
n

i=1
lnp(θ|Ii,X),即有

Q(θ|θ(l),X)=∑
n

i=1
E(Ii|xi;θ(l))[lng(xi,Ii;θ)]=∑

n

i=1

{c(l)1iln(pf1i)+c(l)2iln[(1-p)f2i]},

其中θ(l)=(p(l),λ(l)
1 ,λ(l)

2 )′,f(l)
1i =f(xi;λ(l)

1 ),f(l)
2i =f(xi;λ(l)

2 ),f(l)
i =p(l)f(l)

1i +(1-p(l))f(l)
2i,c(l)1i =

p(l)f(l)
1i

f(l)
i
,c(l)2i =

(1-p(l))f(l)
2i

f(l)
i

。

MCM步:通过求解∂Q/∂θ=0将Q=Q(θ|θ(l),X)极大化,极大值点记为θ(l)EM,即使得

Q(θ(l)EM|θ(l),X)=max{Q(θ|θ(l),X)}。
由lnfji=lnλj+lnαj+(αj-1)lnxi-λjxαji ,可得

∂lnfji

∂λj
=1λj

-xαji ,j=1,2。

计算∂Q/∂θ得

∂Q
∂p=∑

n

i=1

c(l)1i
p{ -c(l)2i

1- }p
, (2)

∂Q
∂λj

=∑
n

i=1

c(l)ji

λj
-c(l)jixαjæ

è
ç

ö

ø
÷i ,j=1,2。 (3)

为进行后面的步骤,在此还需要求出∂2Q/∂θ2,得到

∂2Q
∂p2 =-∑

n

i=1

c(l)1i
p2{ + c(l)2i

(1-p)}2 , (4)

∂2Q
∂λ2j

=-1λ2j∑
n

i=1
c(l)ji ,j=1,2。 (5)

分别令(2)、(3)式等于0,可解得

p(l)
EM =∑

n

i=1
c(l)1i/∑

n

i=1
c(l)1i +∑

n

i=1
c(l)2[ ]i ,λ(l)

j,EM =∑
n

i=1
c(l)ji/∑

n

i=1
c(l)jixαji ,j=1,2。

N-R步:令

θ(l+1)=θ(l)-I(θ(l)EM-θ(l))(Ñ2Q)-1ÑQ, (6)

421 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第32卷



其中I(θ(l)EM-θ(l))=diag(p(l)
EM-p(l),λ(l)

1,EM-λ(l)
1 ,λ(l)

2,EM-λ(l)
2 ),Ñ2Q 和ÑQ 分别表示函数Q(θ|θ(l),X)在点θ(l)处的

Hesse矩阵和梯度,即

Ñ2Q=diag∂
2Q
∂p2
,∂
2Q
∂λ21
,∂
2Q
∂λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2 θ(l)

,ÑQ= ∂Q∂p
,∂Q
∂λ1
,∂Q
∂λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
′

θ(l)
。

再根据(2)~(5)式代入(6)式,并记a(l)
j =∑

n

i=1
c(l)ji ,A(l)

j =∑
n

i=1
c(l)jixαji ,j=1,2,可解得

p(l+1)=p(l)+
(1-p(l))p(l)[a(l)

1 (1-p(l))-a(l)
2 p(l)]

a(l)
1 (1-p(l))2+a(l)

2 (p(l))2
a(l)
1

a(l)
1 +a(l)( )2

-p(læ

è
ç

ö

ø
÷
) ,

λ(l+1)
j =λ(l)

j +
λ(l)

j (a(l)
j -λ(l)

j A(l)
j )2

a(l)
j A(l)

j
,j=1,2。

将上述 MCE1步、MCE2步、MCM 步和N-R步进行迭代,直至‖θ(l+1)-θ(l)‖小于某给定的阀值时即停止

迭代。

2正常应力下的截尾情形

2.1定数截尾情形

设样本容量为n的总体的前r个次序统计量x1,x2,…,xr 取自密度为(1)式的混合 Weibull分布的样本,现
要估计θ可使用类似的方法,对于xi 服从混合 Weibull分布fi·,设Ii=1表示xi 是取自f1i的总体,Ii=0表示

xi 是取自f2i的总体。由于xi 取自于哪个总体是未知的,因而Ii 是不可观测的随机变量。易得Ii~B(1,p),且
之间相互独立。

在定数截尾情形下,没有截尾的样本xi 与Ii 的联合分布为g(xi,Ii;θ)=(pf1i)Ii[(1-p)f2i]1-Ii,由此Ii 在

xi 给定的条件分布为

P(Ii=1|xi;θ)=
pf1i
fi
,P(Ii=0|xi;θ)=

(1-p)f1i
fi

。

对于截尾的样本,xi 与Ii 的联合分布为g(xi,Ii;θ)=(ps1i)Ii[(1-p)s2i]1-Ii,由此Ii 在xi 给定的条件分布

为

P(Ii=1|xi;θ)=
ps1i
si
,P(Ii=0|xi;θ)=

(1-p)s2i
si

。

类似之前的讨论,对于给定的初值θ(0),利用 MCEM加速算法对参数进行估计。

MCE1步:由p(I|θ(l),X)随机地抽取n个随机数Ii(i=1,2,…,n)。

MCE2步:计算Q(θ|θ(l),X)=1n∑
n

i=1
lnp(θ|Ii,X),即有

Q(θ|θ(l),X)=∑
n

i=1
E(Ii|xi;θ(l))[lng(xi,Ii;θ)]=∑

r

i=1

{c(l)1iln(pf1i)+c(l)2iln[(1-p)f2i]}+

∑
n

i=r+1

{d(l)
1iln(ps1i)+c(l)2iln[(1-p)s2i]},

其中s(l)1i =f(xi;λ(l)
1 ),s(l)2i =f(xi;λ(l)

2 ),s(l)i =p(l)s(l)1i +(1-p(l))s(l)2i ,c(l)1i =
p(l)f(l)

1i

f(l)
i
,c(l)2i =

(1-p(l))f(l)
2i

f(l)
i

,d(l)
1i =

p(l)s(l)1i
s(l)

i
,d(l)
2i =

(1-p(l))s(l)2i
s(l)

i
。

MCM步:通过求解∂Q/∂θ=0将Q=Q(θ|θ(l),X)极大化,极大值点记为θ(l)EM。并计算求出∂Q/∂θ和∂2Q/∂θ2,

由lnsji=-λjxαji 可得∂lnsji

∂λj
=xαji ,j=1,2,得

∂Q
∂p=∑

r

i=1

c(l)1i
p{ -c(l)2i

1- }p +∑
n

i=r+1

d(l)
1i

p{ -d(l)
2i

1- }p
, (7)

∂Q
∂λj

=∑
r

i=1

c(l)ji

λj
-c(l)jixαjæ

è
ç

ö

ø
÷i +∑

n

i=r+1
d(l)

jixαj( )r ,j=1,2, (8)
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∂2Q
∂p2 =-∑

r

i=1

c(l)1i
p2 + c(l)2i

(1-p)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -∑
n

i=r+1

d(l)
1i

p2 + d(l)
2i

(1-p)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , (9)

∂2Q
∂λ2j

=-1λ2j∑
r

i=1
c(l)ji ,j=1,2。 (10)

分别令(7)式和(8)式等于0,解得

p(l)
EM = ∑

r

i=1
c(l)1i +∑

n

i=r+1
d(l)
1( )i ∑

r

i=1

(c(l)1i +c(l)2i)+∑
n

i=r+1

(d(l)
1i +d(l)

2i[ ]),

λ(l)
j,EM =∑

r

i=1
c(l)ji ∑

r

i=1
c(l)jixαji +∑

n

i=r+1
d(l)

jixαj( )r ,j=1,2。

N-R步:将(7)~(10)式代入(6)式可得,并记

a(l)
j =∑

r

i=1
c(l)ji ,b(l)

j =∑
n

i=r+1
d(l)

ji ,A(l)
j =∑

r

i=1
c(l)jixαji ,B(l)

jr =∑
n

i=r+1
d(l)

jixαjr ,j=1,2,

则有

p(l+1)=p(l)+ p(l)(1-p(l))[(1-p(l))(a(l)
1 +b(l)

1 )-p(l)(a(l)
2 +b(l)

2 )]2
(a(l)
1 +a(l)

2 +b(l)
1 +b(l)

2 )[(1-p(l))2(a(l)
1 +b(l)

1 )-(p(l))2(a(l)
2 +b(l)

2 )]
,

λ(l+1)
j =λ(l)

j +
λ(l)

j [(a(l)
j -λ(l)

j A(l)
j )2-(λ(l)

j B(l)
jr )2]

a(l)
j (A(l)

j +B(l)
jr )

,j=1,2。

将上述 MCE1步、MCE2步、MCM 步和N-R步进行迭代,直至‖θ(l+1)-θ(l)‖小于某给定的阀值时即停止

迭代。

2.2定时截尾情形

对于样本容量为n的总体,实验进行到τ时刻即停止,有r个样本失效,类似之前的讨论并沿用第2节中的

记号,可得到对数似然函数期望Q 的形式为

Q(θ|θ(l),X)=∑
r

i=1

{c(l)1iln(pf1i)+c(l)2iln[(1-p)f2i]}+

∑
n

i=r+1

{d(l)
1iln(ps1τ)+c(l)2iln[(1-p)s2τ]},

其中sjτ=exp(-λjταj)(j=1,2)表示第j个总体下,样本寿命超过τ的概率。MCE1,MCE2步与之前的方法一

致,在 MCM步解得θ(l)EM 有如下形式:

p(l)
EM = ∑

r

i=1
c(l)1i +∑

n

i=r+1
d(l)
1( )i ∑

r

i=1

(c(l)1i +c(l)2i)+∑
n

i=r+1

(d(l)
1i +d(l)

2i[ ]),

λ(l)
j,EM =∑

r

i=1
c(l)ji ∑

r

i=1
c(l)jixαji +∑

n

i=r+1
d(l)

jiτα( )j ,j=1,2。

记a(l)
j =∑

r

i=1
c(l)ji ,b(l)

j =∑
n

i=r+1
d(l)

ji ,A(l)
j =∑

r

i=1
c(l)jixαji ,C(l)

jτ =∑
n

i=r+1
d(l)

jixαjr ,j=1,2。 最后在N-R步解得

p(l+1)=p(l)+ p(l)(1-p(l))[(1-p(l))(a(l)
1 +b(l)

1 )-p(l)(a(l)
2 +b(l)

2 )]2
(a(l)
1 +a(l)

2 +b(l)
1 +b(l)

2 )[(1-p(l))2(a(l)
1 +b(l)

1 )-(p(l))2(a(l)
2 +b(l)

2 )]
,

λ(l+1)
j =λ(l)

j +
λ(l)

j [(a(l)
j -λ(l)

j A(l)
j )2-(C(l)

jτ )2]
a(l)

j (A(l)
j +C(l)

jτ )
,j=1,2。

3混合分布中不含冗余参数情形下参数的迭代解

在混合 Weibull分布中,如果α1,α2 也是需要估计的参数,而非冗余参数。此时需要估计的参数为θ=
(p,λ1,α1,λ2,α2)′,由之前的讨论可知,在利用 MCEM加速算法对混合 Weibull分布的参数进行估计时,进行到

MCM步时需要求解方程

∂Q
∂αj

=∑
n

i=1
c(l)ji

1
αj

+lnxi-λjxαjilnxæ

è
ç

ö

ø
÷i =0,j=1,2

来解出α(l)
j,EM,也就是
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∑
n

i=1
c(l)ji +αj∑

n

i=1
c(l)jilnxi-λjαj∑

n

i=1
c(l)jixαjilnxi=0,j=1,2。 (11)

将λ(l)
j,EM 代入(11)式来求解α(l)

j,EM 时,α(l)
j 却只有隐式解,为求得方程(11)的根,可考虑用迭代算法计算根的近

似值,记

H α( )j =∑
n

i=1
c(l)ji +αj∑

n

i=1
c(l)jilnxi-λ(l)

j,EMαj∑
n

i=1
c(l)jixαjilnxi。

记H′=∂Hαj
和H″=∂

2H
α2j
,在此可考虑用Chebyshev迭代算法,由于Chebyshev迭代算法具有三阶收敛速度,

进行迭代运算时收敛速度更快,记zk=α(k)
j 为方程(11)的第k次迭代解,有

zk+1=zk-
H(zk)
H′(zk)-

H″(zk)(H(zk))2

2(H′(zk))3
,k=1,2,…

这样可以计算出α(l)
j,EM 的近似解进行后面的运算。

4恒加应力水平下完全数据情形

在恒加应力水平下,混合分布一般满足[7]式中的3个假定。样品取自混合指数族分布,在应力水平Si 下,

p不变,记φit=(λit,αit)为第i个应力水平下的第t个总体的待估参数,设在第i个应力水平下样品的寿命分布的

密度函数为

fi(x)=pf1i+(1-p)f2i, (12)
其中fti=f(x;φit)=λitαitxαit-1exp(-λitxαit),t=1,2,i=1,2,…,k。

记θi=(p,φi1,φi2)′,θ=(θ1,θ2,…,θk)′为待估的参数。在Si 下共有ni 个样品,其中第j个样品寿命分布的

密度函数和生存函数分别为

fi(xij)=pf1i(xij)+(1-p)f2i(xij),si(xij)=ps1i(xij)+(1-p)s2i(xij),
其中fti(xij)=f(xij;φit)=λitαitxαit-1

ij exp(-λitxαit
ij ),sti=sti(xij;φit)=exp(-λitxαit

ij ),t=1,2,i=1,2,…,k,j=1,
2,…,ni。

此时设Iij=Ii(φ=φi1|xij)为示性变量,Iij=1时表示在应力水平Si 下第j 个样品取自密度为f1i的总体,

Iij=0表示在应力水平Si 下第j 个样品取自密度为f2i的总体。此时xij与Iij的联合分布为g(xij,Iij;θ)=
(pf1i(xij))Iij[(1-p)f2i(xij)]1-Iij,由此Iij在xij给定的条件分布为

P(Iij=1|xij;θi)=
pf1i(xij)
fi(xij)

,P(Iij=0|xij;θi)=
(1-p)f2i(xij)

fi(xij)
。

对于给定的初值θ(0),利用 MCEM加速算法对参数进行估计,步骤为:

MCE1步:随机地抽取n=∑
k

i=1
ni 个随机数Iij(i=1,2,…,k,j=1,2,…,ni)。

MCE2步:计算Q(θ|θ(l),X)=1n∑
k

i=1
∑
ni

i=1
lnp(θ|Iij,X),即有

Q(θ|θ(l),X)=∑
k

i=1
∑
ni

j=1
E(Iij|xij;θ(l))[lng(xij,Iij;θ)]=

∑
k

i=1
∑
ni

j=1

{C(l)
ij,1ln[pf1i(xij)]+C(l)

ij,2ln[(1-p)f2i(xij)]},

其中    θ(l)i =(p(l),φ
(l-1)
i1 ,φ

(l-1)
i2 )′,C(l)

ij,1=
p(l)f(l)

1i(xij)
f(l)

i (xij)
,C(l)

ij,2=
(1-p(l))f(l)

2i(xij)
f(l)

i (xij)
,

f(l)
ti (xij)=f(xij;φ

(l)
ti ),f(l)

i (xij)=p(l)f(l)
1i(xij)+(1-p(l))f(l)

2i(xij),

lnfti(xij)=lnλit+lnαit+(αit-1)lnxij-λitxαitij 。
上述记号中均有t=1,2,i=1,2,…,k,j=1,2,…,ni,且下文中不加说明情况下都有t=1,2。

MCM步:通过求解∂Q/∂θ=0将Q=Q(θ|θ(l),X)极大化,极大值点记为θ(l)EM,得

∂Q
∂p=∑

k

i=1
∑
ni

j=1

C(l)
ij,1

p - C(l)
ij,2

1-
é

ë
êê

ù

û
úúp =0, (13)
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∂Q
∂λit

=∑
ni

j=1
C(l)

ij,t
1
λit

-xαiti
é

ë
êê

ù

û
úúj =0, (14)

∂Q
∂αit

=∑
ni

j=1
C(l)

ij,t
1
αit

+lnxij -λitxαitijlnxi
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúj =0。 (15)

为计算表达简洁,笔者给出记号:

A(l)
it =∑

ni

j=1
C(l)

ij,t,A(l)
it,x =∑

ni

j=1
C(l)

ij,txαitij ,A(l)
it,lnx =∑

ni

j=1
C(l)

ij,tlnxij,

C(l)
t =∑

k

i=1
∑
ni

j=1
C(l)

ij,t,A(l)
it,x(lnx)γ =∑

ni

j=1
C(l)

ij,txαitij (lnxij)γ,

且A(l)
t,x(lnx)γ对αit求r次偏导有递推式:∂rA(l)

t,x(lnx)γ/∂αr
it=A(l)

it,x(lnx)γ+r。解(13)~(15)式得

p(l)
EM=

C(l)
1

C(l)
1 +C(l)

2
,λ(l)

it,EM=
A(l)

it

A(l)
it,x
,t=1,2。

由于方程(15)关于αit没有显示解,故只能求其近似,为使 MCEM加速算法迭代步骤尽可能的少,求αit时应

使用阶数较高的收敛算法,在此使用Chebyshev迭代算法,将(15)式化简为

A(l)
it +αitA(l)

it,lnx-αitλitA(l)
it,xlnx=0。

记 H(αit)=A(l)
it +αitA(l)

it,lnx-αitλitA(l)
it,xlnx,并对αit求一、二阶偏导得

H′=∂H
(αit)
∂αit

=A(l)
it,lnx-λitA(l)

it,xlnx-αitλitA(l)
it,x(lnx)2,

H″=∂H
2(αit)

∂(αit)2
=-2λitA(l)

it,x(lnx)2-λ(l)
itαitA(l)

it,x(lnx)3。

给定一个αit的可行初值记为z0,zm 表示第m 次迭代的解,由Chebyshev迭代算法,得

zm+1=zm-H
H′-

H″H2

2(H′)3=zm-
A(l)

it +zmA(l)
it,lnx-zmλitA(l)

it,xlnx

A(l)
it,lnx-zmA(l)

it,xlnx-zmλitA(l)
it,x(lnx)2

+

(2λitA(l)
it,x(lnx)2+λ(l)

itαitA(l)
it,x(lnx)3)(A(l)

it +αitA(l)
it,lnx-αitA(l)

it,xlnx)2

2(A(l)
it,lnx-λitA(l)

it,xlnx-αitλitA(l)
it,x(lnx)2)3

。

由于Chebyshev迭代法具有三阶收敛速度,当‖zm+1-zm‖小于某给定的阀值时即停止迭代,此时以zm+1

代替α(l)
it,EM 进行后面的计算。

N-R步:令       θ(l+1)i =θ(l)i -I(θ(l)EM-θ(l))(Ñ2Q)-1ÑQ。 (16)
记φ

(l)
it,EM=(λ(l)

it,EM,α(l)
it,EM)′,I(θ(l)EM-θ(l))=diag(p(l)

EM-p(l),φ
(l)
i1,EM-φ

(l)
i1 ,φ

(l)
i2,EM-φ

(l)
i2 ),Ñ2Q 和 ÑQ 分别表示函

数Q(θ|θ(l),X)在点θ(l)处的Hesse矩阵和梯度,求解∂2Q/∂θ2 得

∂2Q
∂p2
=-C

(l)
1

p2
- C(l)

2

(1-p)2
,

∂2Q
∂λ2it=-

A(l)
it

λ2it
,∂
2Q
∂α2it=-

A(l)
it

α2it -λitA(l)
it,x(lnx)2,t=1,2。

再根据(13)~(15)式代入(16)式,解得

p(l+1)=p(l)+
(1-p(l))[C(l)

1 (1-p(l))+p(l)C(l)
2 ]2

(C(l)
1 +C(l)

2 )[C(l)
1 (1-p(l))2+C(l)

2 (p(l))2],

λ(l+1)
it =λ(l)

it +
λ(l)

it (A(l)
it -λ(l)

itA(l)
it,x)2

A(l)
itA(l)

it,x
,t=1,2,

α(l+1)
it =α(l)

it +
α(l)

it (A(l)
it +α(l)

itA(l)
it,lnx-λ(l)

it (α(l)
it )2A(l)

it,xlnx)
A(l)

it -λ(l)
it (α(l)

it )2A(l)
it,(lnx)2

(α(l)
it,EM-α(l)

it ),t=1,2。

将上述 MCE1步、MCE2步、MCM 步和N-R步进行迭代,直至‖θ(l+1)-θ(l)‖小于某给定的阀值时即停止

迭代。

5恒加应力水平下截尾情形

设在应力水平Si 下共有ni 个样品,前ri 个次序统计量为xi1,xi2,…,xiri
,即有ri 个样品失效被观测到,剩
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下的ni-ri 个未被观测。记Ti 表示第i个应力下的截尾时间,在定数截尾情形下有Ti=xiri
,在定时截尾情形下

有Ti=τi。对于没有截尾的样本,定示性变量Iij=Ii(φ=φi1|xij),当Iij=1时表示在应力水平Si 下第j个样品

取自密度为f1i的总体,Iij=0表示在应力水平Si 下第j个样品取自密度为f2i的总体。此时xij与Iij的联合分布

为g(xij,Iij;θ)=(pf1i(xij))Iij[(1-p)f2i(xij)]1-Iij,由此Iij在xij给定的条件分布为

P(Iij=1|xij;θi)=
pf1i(xij)
fi(xij)

,P(Iij=0|xij;θi)=
(1-p)f2i(xij)

fi(xij)
。

对于截尾的样本,xij与Iij的联合分布为g(xij,Iij;θ)=(ps1i(Ti))Iij[(1-p)s2i(Ti)]1-Iij,由此Iij在xij给定

的条件分布为

P(Iij=1|xij;θi)=
ps1i(Ti)
si(Ti)

,P(Iij=0|xij;θi)=
(1-p)s2i(Ti)

si(Ti)
。

对于给定的初值θ(0),利用 MCEM加速算法对参数进行估计:

MCE1步:由p(I|θ(l),X)随机地抽取n=∑
k

i=1
ni 个随机数Iij(i=1,2,…,k,j=1,2,…,ni)。

MCE2步:计算似然函数的期望,即有

Q(θ|θ(l),X)=∑
k

i=1
∑
ni

j=1
E(Iij|xij;θ(l))[lng(xij,Iij;θ)]=

∑
k

i=1
∑
ri

j=1

{C(l)
ij,1ln[pf1i(xij)]+C(l)

ij,2ln[(1-p)f2i(xij)]}+

∑
k

i=1

(ni-ri){D(l)
i,1ln[ps1i(Ti)]+D(l)

i,2ln[(1-p)s2i(Ti)]},

其中C(l)
ij,1=

p(l)f(l)
1i(xij)

f(l)
i (xij)

,C(l)
ij,2=

(1-p(l))f(l)
2i(xij)

f(l)
i (xij)

,D(l)
i,1=

p(l)s(l)1i(Ti)
s(l)i (Ti)

,D(l)
i,2=

(1-p(l))s(l)2i(Ti)
s(l)i (Ti)

,且有lnsti(Ti)=

-λitTαiti ,t=1,2。

MCM步:将Q=Q(θ|θ(l),X)极大化,极大值点记为θ(l)EM,求解∂Q/∂θ=0得

∂Q
∂p=∑

k

i=1
∑
ni

j=1

C(l)
ij,1

p - C(l)
ij,2

1-
é

ë
êê

ù

û
úúp +∑

k

i=1

(ni-ri)D(l)
i,1

p - D(l)
i,2

1-
é

ë
êê

ù

û
úúp
, (17)

∂Q
∂λit

=∑
ri

j=1
C(l)

ij,t
1
λit

-xαiti
æ

è
ç

ö

ø
÷j - ni-r( )i D(l)

i,1Tαiti , (18)

∂Q
∂αit

=∑
ri

j=1
C(l)

ij,t
1
αit

+lnxij -λitxαitijlnxi
æ

è
ç

ö

ø
÷j -(ni-ri)λitTαitilnTi。 (19)

记C(l)
t =∑

k

i=1
∑
ri

j=1
C(l)

ij,t,D(l)
t =∑

k

i=1

(ni-ri)D(l)
i,t,A(l)

it =∑
ri

j=1
C(l)

ij,t,A(l)
it,x =∑

ri

j=1
C(l)

ij,txαitij ,A(l)
it,lnx =∑

ri

j=1
C(l)

ij,tlnxij,

A(l)
it,x(lnx)γ =∑

ri

j=1
C(l)

ij,txαitij (lnxij)γ,B(l)
it,T=(ni-ri)D(l)

i,tTαiti ,B(l)
it,T(lnT)γ =(ni-ri)D(l)

i,tTαiti (lnTi)γ。 且有∂A
(l)
it,x

∂αit
=A(l)

it,xlnx,

∂rA(l)
it,x(lnx)γ

∂αr
it

=A(l)
it,x(lnx)γ+r,

∂B(l)
it,T

∂αit
=B(l)

it,TlnT,
∂rB(l)

it,T(lnT)γ

∂αr
it

=B(l)
it,T(lnT)γ+r,则解得

p(l)
EM=

C(l)
1 +D(l)

1

C(l)
1 +C(l)

2 +D(l)
1 +D(l)

2
,λ(l)

it,EM=
A(l)

it

B(l)
it,T+A(l)

it,x
,t=1,2。

类似之前的讨论,方程(19)关于αit没有显示解,故只能求其近似,使用Chebyshev迭代算法,将(19)式化简

A(l)
it +αitA(l)

it,lnx-αitλitA(l)
it,xlnx-αitλitB(l)

it,TlnT=0。
记G(αit)=A(l)

it +αitA(l)
it,lnx-αitλitA(l)

it,xlnx-αitλitB(l)
it,TlnT,并对αit求一、二阶偏导得

G′=∂G
(αit)
∂αit

=A(l)
it,lnx-λitA(l)

it,xlnx-αitλitA(l)
it,x(lnx)2-λitB(l)

it,TlnT-αitλitB(l)
it,T(lnT)2,

G″=∂G
2(αit)

∂(αit)2
=-2λit(A(l)

it,x(lnx)2+B(l)
it,T(lnT)2)-λ(l)

itαit(A(l)
it,x(lnx)3+B(l)

it,T(lnT)3)。

给定一个αit的可行初值记为z0,zm 表示第m 次迭代的解,由Chebyshev迭代算法,得
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zm+1=zm-
A(l)

it +αitA(l)
it,lnx-αitλitA(l)

it,xlnx-αitλitB(l)
it,TlnT

A(l)
it,lnx-λitA(l)

it,xlnx-αitλitA(l)
it,x(lnx)2-λitB(l)

it,TlnT-αitλitB(l)
it,T(lnT)2

+JK,

其中K= 2λit(A(l)
it,x(lnx)2+B(l)

it,T(lnT)2)+λ(l)
itαit(A(l)

it,x(lnx)3+B(l)
it,T(lnT)3)

2(A(l)
it,lnx-λitA(l)

it,xlnx-αitλitA(l)
it,x(lnx)2-λitB(l)

it,TlnT-αitλitB(l)
it,T(lnT)2)3

,J=(A(l)
it +αitA(l)

it,lnx-αitλitA(l)
it,xlnx-

αitλitB(l)
it,TlnT)2。此时以zm+1代替α(l)

it,EM 进行后面的计算。

N-R步:计算求解∂2Q/∂θ2 得

∂2Q
∂p2
=-C

(l)
1 +D(l)

1

p2
-C

(l)
2 +D(l)

2

(1-p)2
,

∂2Q
∂λ2it=-

A(l)
it

λ2it
,∂
2Q
∂α2it=-

A(l)
it

α2it -λit(A(l)
it,x(lnx)2+B(l)

it,T(lnT)2),t=1,2。

再由(16)式解出迭代式,解得

p(l+1)=p(l)+ p(l)(1-p(l))[(C(l)
1 +D(l)

1 )(1-p(l))+p(l)(C(l)
2 +D(l)

2 )]2
(C(l)

1 +C(l)
2 +D(l)

1 +D(l)
2 )[(C(l)

1 +D(l)
1 )(1-p(l))2+(p(l))2(C(l)

2 +D(l)
2 )]

,

λ(l+1)
it =λ(l)

it +
λ(l)

it (A(l)
it -λ(l)

itA(l)
it,x-λ(l)

itB(l)
it,T)2

A(l)
it (A(l)

it,x+B(l)
it,T)

,t=1,2,

α(l+1)
it =α(l)

it +

A(l)
it

αit
+A(l)

it,lnx-λ(l)
itα(l)

itA(l)
it,xlnx-λitB(l)

it,TlnT

A(l)
it

α2it +λit(A(l)
it,x(lnx)2+B(l)

it,T(lnT)2)
(α(l)

it,EM-α(l)
it ),t=1,2。

将上述 MCE1步、MCE2步、MCM 步和N-R步进行迭代,直至‖θ(l+1)-θ(l)‖小于某给定的阀值时即停止

迭代。

6数据模拟

为验证 MCEM加速算法的快速收敛性,进行数据模拟。在正常应力下,取两个样本W(1,3),W(0.01,2)生
成30个随机数,其中来自第一个样本10个,第二个样本20个,共30个样品。在正常应力下的完全数据和按

90%的定数截尾场合下,都给定初值:p(0)=0.5,λ(0)
1 =0.1,λ(0)

2 =0.005,利用 MCEM 加速算法经过6次迭代都

可得到收敛估计,如表1,2所示。

表1 正常应力下完全数据场合的 MCEM加速算法数据模拟

l p̂(l) λ̂(l)1 λ̂(l)2 a(l)
1 a(l)

2 A(l)
1 A(l)

2

0 0.5  0.1    0.005  10.49474 19.50526022 39.03381 1587.368245

1 0.349825 0.268862807 0.0122878  9.250251 20.74974927 11.29945 1596.325378

2 0.308342 0.818646437 0.01299845  9.309351 20.69064856 10.16253 1596.759418

3 0.310312 0.916046645 0.0129579 9.25535 20.74465033  9.986049 1596.880755

4 0.308512 0.926828015 0.01299073  9.253687 20.74631254  9.974531 1596.888021

5 0.308456 0.927731589 0.01299171  9.253684 20.74631562  9.974628 1596.887965

6 0.308456 0.927722276 0.01299172

表2 正常应力下定数截尾场合的 MCEM加速算法数据模拟(截尾90%)

l p̂(l) λ̂(l)1 λ̂(l)2 a(l)
1 +b(l)1 a(l)

2 +b(l)2 A(l)
1 +B(l)

1r A(l)
2 +B(l)

2r

0 0.5  0.1    0.005   6.697826 27.23381647 23.5795 2175.213627

1 0.197392 0.284052974 0.01059276 8.478164 21.52183622  9.900195 1566.467773

2 0.282605 0.856363277 0.01182395 9.279464 20.72053604 10.07996 1566.035903

3 0.309315 0.920585585 0.01131554 9.361409 20.63859113 10.16387 1565.958938

4 0.312047 0.921047562 0.01126376 9.369302 20.54909296 10.17761 1559.754135

5 0.313162 0.92057982 0.0112588 9.374383 20.62561693 10.18644 1565.941351

6 0.312479 0.920280516 0.0112556 
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在恒加应力水平下完全数据情形下,假设在恒加应力条件下W(λ,α)中的参数α是不变的,这一假设符合寿

命试验的特征,所以在某个应力下得到了α的迭代近似,在其他应力下可以用近似值代替。在此设3个加速应力

下分别取90个随机数,使得来自每个应力水平下第一个样本和第二个样本容量之比为0.5,设S1 下的混合样本

取自W(10-3,3)和W(10-4,2),S2 下的混合样本取自W(1,3)和W(10-2,2)。此时根据数据估计其中的参数,
利用 MCEM加速算法经过6步迭代,参数估计基本收敛,迭代值过程如表3所示。通过比较表1与表2的迭代

结果发现,在正常应力下定数截尾场合p̂(l)的迭代值更接近真值,但λ̂(l)
1 和λ̂(l)

2 却与真值有较小偏差,而在正常应

力下完全数据场合情况则恰好相反,这是因为在截尾场合被截尾的样品都来自第二个样本,对p 值的估计更为

精确,但通过截尾试验使得一部分样本信息损失了,从而导致λ的估计与真值存在一定精度内的偏差。

表3 恒加应力下完全数据场合的 MCEM加速算法数据模拟

S1 l p̂(l) λ̂(l)11 λ̂(l)12 α(l)1 α(l)2

0 0.5 0.01 0.005 3.79474 2.50526022

1 0.296934 0.002009 0.000126 3.250251 2.4974927

2 0.325127 0.00169 0.000121 3.309351 2.69064856

3 0.334935 0.001543 0.000119 3.125535 2.4465033

4 0.339523 0.001466 0.000118 3.025369 2.3919747

5 0.342014 0.001424 0.000118 2.922012 2.2374461

6 0.343457 0.001399 0.000118 2.915666 2.1829175

S2 l p̂(l) λ̂(l)21 λ̂(l)22
1 0.5 0.3 0.005

2 0.367975 0.550850363 0.00962713

3 0.339526 0.731670164 0.01004546

4 0.334935 0.894933 0.038303

5 0.334911 0.913333 0.05642

7讨论

在混合 Weibull分布中,需要估计的参数为θ=(p,λ1,α1,λ2,α2)′,在利用 MCEM 加速算法对混合 Weibull
分布的参数进行估计时,进行到 MCM步时需要解出α(l)

it,EM,由于方程关于αit没有显示解,故只能求近似解,若在

小样本场合或缺失数据较多的情形下,参数估计的效率较低,一方面是由于两个总体的样本区分度太低引起,另
一方面是在λ(l)

it,EM 代入关于αit的方程时,λ(l)
it,EM 的解仍是关于αit的超越方程,从而使得αit的解的精确性受到影响。

同时在N-R步中函数Q(θ|θ(l),X)在点θ(l)处的Hesse矩阵Ñ2Q 除了对角线元素外,其他元素也不为0,且矩阵

不对称,且这是不利于进行迭代运算的,并且在恒加应力条件下,如果不假设W(λ,α)中的参数α不变,则对αit的

估计将变得更加复杂,需要更多的编程计算,关于这一问题仍有待研究。
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MCEMAlgorithmofParametersEstimationofMixedWeibullDistribution

LIGuanghui,ZHANGHong,YEXuguo
(SchoolofMathematicsScienceKailiUniversity,KailiGuizhou556011,China)

Abstract:ThispaperdiscussestheparameterestimationofmixedWeibulldistributioninthenormalstressandconstantstresslevel.
First,theoverallconstructtwomixedWeibulldistribution,thenuseMCEMacceleratedalgorithmtoobtaintheparameterestimates
inMixedWeibulldistributioninthenormalstresslevelwhenfulldata.Second,inthenormalstresslevel,respectivelycensoredtail
circumstancesandtimingparameterestimationiterativesolutionobtained,anddiscusswhenmixedWeibulldistributionwithoutre-
dundancyparameters,usetheChebysheviterationalgorithmtogetalltheparametersestimation.Similarly,extendingthecaseof
normalstressleveltoconstantappliedstress.Inthefulldatawerecensoreddatasituationandthecircumstancesunderwhichthepa-
rameterestimation.Finallyweputforwardfurtherstudy.
Keywords:mixedWeibulldistribution;MCEMacceleratedalgorithm;censoreddata;normalstress;constantstress
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