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平面压缩映射的 Hölder 线性化 
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摘要：Hartman 线性化定理证明了双曲微分同胚在其不动点附近可以被拓扑共轭于其线性部分。为了在线性化的过程中保留

更多的动力学性质，则其中的共轭映射至少是 Hölder 连续的。对于 1C 和 1,1C 映射，有文献分别估计了相应共轭映射的 Hölder

指数。笔者研究了对于光滑性介于 1C 与 1,1C 之间的 1,C   ( (0,1) )映射。将利用含已知映射迭代的序列去逼近共轭方程的解，

从而证明 1,C  平面压缩映射线性化的局部 Hölder 连续性，扩展已有的结论。先把上述逼近中的极限转换为函数项级数。然后，

通过估计映射迭代的收敛速度，证明该级数的一致收敛性并计算其 Hölder 指数。 
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1 预备知识 

令    ,X  为一个 Banach 空间。映射F : XX  的线性化问题即寻找满足共轭方程 

Φ F Λ Φo o                                     (1) 

的可逆映射Φ，其中 是 F 在其不动点处的 Fréchet 导数（即F 的线性部分）。线性化使得我们可以借助

于线性系统来了解非线性系统的动力学性质 ,是研究系统局部定性性质的基本方法之一。虽然著名的

Hartman 线性化定理 [1] 证明了
1C 微分同胚在双曲不动点附近拓扑共轭于其线性部分，其中双曲不动点是指

F 在该点导数的谱与单位圆不相交,但为了在线性化的过程中保留更多的动力学性质，人们往往会期望共轭

映射拥有比连续更好的性质。比如 Hölder 连续性，即一个映射Φ满足条件 

( ) ( ) ,Φ x Φ y L x y


                                (2) 

其中 0L 为常数,  1,0 为 Hölder 指数。这时就需要考虑 Hölder 线性化问题。 

由于在研究 Lax-Oleinik 半群等问题中的应用
[2,3]

，Hölder 线性化引起了众多学者的注意。早在 1990

年，Strien 就在他的文献[4]里指出：Hartman 线性化中的共轭映射Φ实际上还是局部 Hölder 连续的。然而，
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对该结论的严格证明直到 2007 年才由 Barreira 和 Valls 在文献[5]中给出。他们证明了 Hartman 线性化定理

中共轭映射的 Hölder 指数  0,0   , 其中  1,00  由线性部分的谱决定。此外，Tan 在文献[6]中证明了

n
R 中的一部分

1,1C 映射（
1C 且导函数满足李普希茨条件）能够被

,0C 线性化（即(2)式成立），其中

 1,0 可以任意接近于 1。因此，一个自然的问题是：对于光滑性介于
1C 与

1,1C 之间的
,1C  1,0

映射，其线性化又会有怎样的光滑度？这里，
,1C 意味着映射F 是

1C 的，且其导函数具有 Hölder 连续性，

即满足： 


yxLyDFxDF  )()( ，  1,0 。 

本文将针对二维
,1C 压缩映射

22: RR F 回答上述问题。具体地说，将讨论F 线性部分（即 Λ）

的特征值 C21, 满足 10 21   的情形。值得注意的是在该情形下，当 

 1,0loglog1: 210                                 (3) 

时，所有
,1C 映射都可以在不动点附近被

1C 线性化
]7[
，这自然蕴含了局部 Hölder 线性化。又由文献[8]，

知道当 

10 21   且 00                                    (4) 

时存在反例，其在不动点的任何小邻域之内都不能被
1C 线性化。因此，本文重点关注(4)情形下的 Hölder

线性化，估计其指数 。通过利用含已知映射迭代的函数序列去逼近共轭方程的解，将证明当已知映射的

光滑度介于
1C 与 0,1

C 之间时，线性化的光滑度则介于 0 与 1 之间。 

 

2 主要结果及证明 

在 21   的情形下，不失一般性，可以假设 ),(diag: 21  。此外，记
2

21 ),(: R xxx , 定义其范

数    为   2

21 ,,max:  R xxxx 。则我们的主要定理如下： 

定理 1 设
22: RR F 为一个

,1C 映射   0,0  , 且  )(,)( ODFOOF 。则在情形(4)下，存

在原点O 的邻域
2

RU 和同胚映射
2: R U 使得方程(1)成立，其中Φ在U 上是 Hölder 连续的（即(2)

式成立）且 Hölder 指数 
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时，当

时，当

时，当

11

0

0

11

0

0

0

11

0

)1(0

)1(

,1

,)1()1(

,1







































                     (5) 

其中 0 可以任意小。 

为了证明定理 1，首先给出以下几个引理: 

引理 1
]8[
 令映射F 由定理 1 给出。则存在一个

,1C 微分同胚
2:Θ U R ，其中 ( ) ,Θ O O  ( ) idDΘ O 

（即恒等映射），使得
,1C 映射

1:
~  FF 满足 

1 2 2 2 2 2(0, ) 0, ( ) , ,F x F x x x U x U        R% %
。                     (6) 

易知，上述引理中得到的映射F
~
满足 

1 2( ) , ( ) diag( , )F O O DF O Λ    % % 。                        (7) 

引理 1 意味着只需要考虑新映射F
~
。因为如果F

~
能够被线性化，即存在

,0C 变换Ψ 使得Ψ F Λ Ψ%o o 那

么定理 1 中的Φ就可以被定义为 :Φ Ψ Θ o 。 

引理 2
]7[
  设F

~
由引理 1 给出。则不等式 

,,,)(
~

,)(
~

21 N nUxKxFDKxF
nnnn                    (8) 

成立，其中 0K 为常数。 

引理 3
]9[
  令   ( , )Z  为Banach 空间，Ω Z 为原点的一个邻域。假设对于任意自然数 Nk 映射 

:kP Ω Z 是 Hölder 连续的, 并且存在正数 21, 使得 

1 2( ) , ( ) ( ) , , ,k k

k k kP z M P z P z M z z z z Ω


      % % %                 (9) 

其中   0,1,0  M 为常数。如果存在常数 0 使得 ,11  则在原点附近有 


 zzLzPzP

n

kk

k ~)~()(
0






，                             (10) 

其中 0L 为常数，且指数 0 有如下定义 

2

2

1
21 1 2

, 1

, 1

1,(log log )(log log ) ,

 

   

    

 


  
  

，

，                     (11) 

其中 0 可以任意小。 
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定理 1 的证明  首先，定义 : lim n n

nΨ Λ F

 %。 如果该极限存在，则可以验证 

1 ( 1) 1lim lim ,n n n n

n n
Ψ F Λ F Λ Λ F Λ Ψ    

 
  % % %o o  

即Ψ 是满足线性化的共轭映射。为了研究Ψ 的存在性及连续性，根据(6)式，令 









 n

nnn
xbxa

xFD
20

)()(
)(

~


，  0 Nn , 

其中 2111 )
~

(:)(,)
~

(:)( xFxbxFxa n

n

n

n   。显然， na 和 nb 为分别满足
n

n Oa 1)(  和 0)( Obn 的

,0C 函数。并且根据不等式


xLOFDxFDxFD  )(
~

)(
~

)(
~

与 

N 




ixFFDxxFDxF i
i

j

jii )())(
~

(
~

)(
~

)(
~

2

1

0

 ， 

其中 0 是一个使得 12  的常数，有 

    
1 1 1

2 2

0 0 0

( ) ( ( )) ( )
n n n

in i i

i i i

DF x DF F x L F x L
 

  
  

  

         % % % %  

 
1

2 2 2

0 2

1 ,
n

in n

i

L
K


   







 
    

 
                                  (12) 

其中    



















,01:
0

2

2i

iL
K





。断言以下不等式成立： 

  ,,)()( 21111 UxKxaxa
n

nn 


                         (13) 

其中 01 K 为常数。实际上，容易知道 

 

   

1 1

1 1

1 1 1 1

1

22

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

00

n n n

n n

n n

n

DF x DF F x DF x

a F x b F x a x b x



 

 

 



 

   
       

% % % %

% %
。

                  (14) 

因此，   )()(
~

)( 1

1

1 xaxFaxa n

n

n 

 。 于是通过归纳可以得到  
1

1

0

( ) ( ) ,  
n

i

n

i

a x a F x n




   N% 。又F
~
是

,1C

的，则总存在常数 0L 使得 

       

   

  

  

1 1

1 1 1 1 1 1

0 0

1 1

1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n
n i n i

n n

i i

n n
n i n i

i i

a x a x a F x a F x DF F x Λ a F x

L F x a F x L DF x a F x
 

 
 



 

 

 

     



 

 

% % % % %

% % % %

        (15) 
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另一方面， 





 xL

x

OF

x

xF
xa 









 1

1

1

1

1
11

))(())((
)( ，                    (16) 

结合(12)式与(15)～(16)式可得 

  

   

1

1 1 2 1 2

0

1

2 1 2 1 2

0 1

( ) ( )

1 ,

n
in

n n

i

n nin n

i

a x a x LK L

L
LK LK M



  

    

     












    

 
    

 





                  (17) 

其中 

   



















,01:
0

2

1i

iL
M





 。                          (18) 

结合(17)和(18)式可以证明(13)式。对于 )(xbn 的估计，由文献[7]中(2.15)式之下的公式可知 

      1 1 1 1 2 1 2 1 1 2( ) ( ) max , ,
n n n

n nb x b x K K x U
  

            ,       (19) 

因为 0  。 

    上述(13)式说明函数列  
N



nn

n
xa )(1 在U 上是一致收敛的，因为 

  )()()()(lim 0

0

11

)1(

11 xaxaxaxa
n

n

n

n

n

n

n

n













 。 

由此，可以定义连续函数 RU: 为 

,,)(lim:)( 1 Uxxax n

n

n





  

其中 1)( O 。 

另一方面，由(6)式递推可得 1 2 2(0, ) 0,  ,nF x n x U      N R 。综上有 

1 1

1 1 1 1 2 2
0 0

lim ( ) lim ( , )d ( , )d
x x

n n n

n n
F x a t x t t x t    

 
  % 。 

这就意味着 

   1

1 1 2 2 2
0

( ) lim ( ) lim ( ), ( , )d , , ,
x

n n n n

n n
Ψ x Λ F x F x x t x t x x U   

 
    % %           (20) 

其中 1 为到 1x 轴的投影，且Ψ 可以被证明是一个同胚映射[8]。 

    最后证明极限 ( ) lim ( )n n

nΨ x Λ F x

 % 的 Hölder 连续性。注意到对任意 Uyx , 有 
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   

1 1 1 1

( 1) 1 ( 1) 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0

 

lim ( ) lim ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n

n n

n n n n n n n n

n
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F x F x F y F y x y

   
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 

 


       



 

    

% %

% % % %
。

       (21) 

由引理 3, 可以设 

)(
~

)(
~

:)(,
1

: 11

1

1

1

xFxFxP nn

n 


  
。 

那么根据(6)式中的第一个式子和(13)式有 

   

   
 

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2

1

1 1

1 1 1 1 1 1 2

1 1

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) (0, )

( ) ( )
sup sup ( ) ( ) ,

n n n n n n

n

n n
n

n n
U U

P x F x F x F x F x F x F x

F F
x a a M

x x



 

     

   
     

  




 

      

 
    

 

% % % % % %

% %

   (22) 

其中 01 M 为常数。注意上式中的第 2 个不等式由微分中值定理可得。根据引理 2 及(19)式有 

   

   
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1 1

1 1 1 1 1 1

1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 2
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n n

n n

U

n

n n n n
U

P x P y F x F x F y F y

D F D F x y

a a b b x y M x y







   

    

       

 





 


     

   

     。

% % % %

% %         (23) 

比较引理 3 中的条件(9)式与(22)和(23)式，令 

1 1 2 2 1 2:  , : , : 1
 

         。 

显然， 121 


 且由 0 的定义(3)计算可得 












时。当，

时，当，

0

0

2

1

12
1

1







  

那么根据(10)和(11)式，得到 

   

   
-1-1

0

( 1) 1 ( 1) 1

1 1 1 1 1 1 1 1

0

1

01

1 -1 1-
0

0

 ( ) ( ) ( ) ( )

,
( ) ( )

n n n n n n n n

n

n

n n

n

F x F x F y F y

L x y
P x P y

L x y



  

       

 
 

 


       










   


 


  

  




当 时,

，当 时，

% % % %

           (24) 

其中 0 可以任意小。最后，结合(20)、(21)和(24)式则有 

0

1 1

0 0

1 ,                                ,  

( 1) (1 ) ,         0  

  


     

 
 

   

当 时

当 时。
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通过直接的计算可以知道，当 0  时，上述 是 的递增函数，且满足 

 
0 0

1 1

0 0lim ( ) 1, ( 1) 1 , lim ( ) 0
   

      
 

 

 
     。 

另一方面，由文献[5]中定理 1，本文第一节中提到的指数 )1,0(1 00   。 

综上所述，得到以下结论： 

0

1 1 1 1

0 0 0

1 1

00

1 ,

( 1) (1 ) , ( 1)

0 ( 1)1 ,

  

      

 

   

 

 


     
   

当 时，

当 时，

当 时,

 

即(5)式得证，从而定理证毕。 证毕 
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Abstract: The Hartman linearization theorem says that a hyperbolic diffeomorphism can be topologically conjugated to its linear 

part near a fixed point. In order to preserve more dynamical properties in the process of linearization, one would expect that the 

conjugacy is at least Hölder continuous. For 1C  and 1,1C  maps, the estimates for the Hölder exponents have been given 

respectively. A natural question arises: What do we have for 1,C   ( (0,1) ) maps? By employing sequences involving iteration 

of the given maps to approximate solutions of the conjugacy equation, we prove locally Hölder linearization for planar 1,C   

contractions so as to extend the previous results. Our strategy is to first transform the limit in the above-mentioned approximation 

into series of functions. Then, by estimating the convergence rate of the iteration, we show the uniform convergence of the series 

and compute the Hölder exponent. 

Key words:planar contractions; linearization; Hölder continuous 


