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正规族与分担集合 
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摘要：主要证明了涉及分担集合的亚纯函数的正规定则。已有文献证明了在亚纯函数函数族中，若任意函数的零点

为 1k  重，且任意两个函数的 k 阶导数分担一个二值集合，则该函数族正规。利用Zalcman-Pang方法，证明了 0k 

的情况。设 , ,a b c 为 3 个互不相同的有限复数， { , }S a b ，h 为有穷正数，F 是区域 D 内的一族亚纯函数，若

满足：1）对于 F 中任意的两个函数 ,f g ， ,f g 在 D 内分担集合{ , }a b ；2）对于 F 中任意的函数 f ，

f c f h   ，则 F 在 D 内正规。并举例说明定理的条件 2）不可以去掉。 
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1 主要结果 

设区域D为定义在复平面 C 上的区域，F 为区域D 内一族亚纯函数。如果从这个族中每一个

函数序列 ( )nf z (n=1,2,…)均可以选出一个子序列 ( )
knf z (k=1,2,…)在区域 D 上按球面距离一致收

敛为一个亚纯函数或者恒为无穷，则称族{ ( )}f z 在区域D 上正规。 

设 f 与 g 为平面区域D上两个非常数的亚纯函数，a 为有穷复数，定义 

( ) { : ( ) }fE a z D f z a   。 

称 f 与 g 以 a 为 IM 公共值，是指 f a 与 g a 的零点相同，记作 ( ) ( )f gE a E a [1-2]。 

在 1992 年，W.Schwick 
[3]最先把分担值与正规族联系起来，并证明了定理 A。 

定理 A 设F 为单位圆盘上的亚纯函数族， 1a ， 2a ， 3a 为 3 个互为判别的有穷复数。如果任

意的 f F ， 1a ， 2a ， 3a 为 f 和
'f 在上的 IM 分担值，则F 在上正规。 

1994 年，孙道椿[4]证明了定理 B。 

定理 B 设 , ,a b c为 3 个互不相同的扩充平面上的复数，F 是区域 D 内的一族亚纯函数，对于F

中任意的两个函数 ,f g ， ,f g 在D内分担 , ,a b c，则F 在 D 内正规。 

在文献[5]中，方明亮和洪伟进一步推广了上述结论，结果如下。 
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定理 C 设 , ,a b c为 3 个互不相同的扩充平面上的复数，F 是区域 D 内的一族亚纯函数，对于F

中任意的两个函数 ,f g ， ,f g 在D内分担集合 { , , }S a b c ，则F 在 D 内正规。 

2004 年，方明亮和 Zalcman 
[6]

 证明了下述结果。 

定理 D 设 k 为正整数， 0a  为一有限常数， F 为区域 D 上的亚纯函数族，如果对任意的

,f g F ，有 f 和 g 在D 上 IM 分担 0，
( )kf 和

( )kg 在 D 上 IM 分担a ，且对任意的 f F 的零点

重级至少为 2k  ，则F 在D上正规。 

最近，方明亮和 Zalcman
 [7]证明了下述结果. 

定理 E 设 k 为正整数， ,a b为两个互不相同的有限复数，F 是区域D 内的一族亚纯函数，所

有零点至少为 1k  重，若对于F 中任意的两个函数 ,f g ，
( )kf 和

( )kg 在D 内分担集合 { , }S a b ，

则 F 在D内正规。 

那么，当 0k  时，定理 C 是否依然成立？本文证明了下述结论。 

定理 1 设 , ,a b c为 3 个互不相同的有限复数， { , }S a b ，h 为有穷正数，F 是区域D 内的一

族亚纯函数，若满足：1）对于F 中任意的两个函数 ,f g ， ,f g 在 D 内分担集合{ , }a b ；2）对于F

中任意的函数 f ， f c f h   ，则F 在D 内正规。 

下面例子说明条件 2）： f c f h   是不能省略的，以及条件 , ,a b c为 3 个互不相同的有

限复数也是必要的。 

例 设
1

{ } { }
1

n nz
F f

e
 


，则 0,1nf  ，所以对于F 中任意的两个函数 ,f g ， ,f g 在D 内分

担集合{0,1}；而
2

(0)

1 (0)

n

n

f
n

f



 


，显然F 在单位圆盘上不正规。 

2 引理  

引理 1
[8]

  (Zalcman 引理)设 F 为单位圆盘上的亚纯函数族，对任意的 f F ， f 的所有零点

重数 l ， f 的所有极点重数 j 。设 为任一实数满足 j l   ，则F 在 0z 的任一领域内

不正规的充要条件是存在：1） 函数列 kf F ；2） 复数列 0kz z ， kz ；3） 正数列 0k  ，

使得 ( )k k k kf z    在复平面C 上内闭一致收敛于非常数的亚纯函数 ( )g  ，且 ( )g  的级至多为

2，且它的零点(极点)重数 ( )l j  。 

3 定理 1 的证明 
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若 F 在D内不正规，则至少存在一点 0z ，使得F 在 0z 点不正规。以下分两种情形。 

情形 1，若 0( ) ,f z a b ，则存在圆盘 0 0( , ) { : }z z z z     使得在 0( , )z  内 ( ) ,f z a b 。

由 Zalcman 引理可得：1）存在函数列 nf F ；2）正数 r 和点列 0nz z ， nz r ；3）正数列 0n
 ，

使得 

( ) ( ) ( )n n n ng f z c g       。 

按球面距离内闭一致收敛，其中 ( )g  为一非常数亚纯函数，满足
# #( ) (0) 1g g   。可以断言

( ) ,g a c b c    。事实上，若 0( )=g a c  ，利用 Hurwitz 定理可知，存在点列 0,n n   ，使

得当n 足够大时，可得 ( ) ( )n n n n n na c g f z c       ，通过简单计算有 ( )n n n nf z a   ，这

与 ( ) ,f z a b 矛盾。同理有： ( )g b c   。可以断言 ( )g  的零点均为重级零点，若 ( ) 0g   ，

则有 Picard 定理可得， ( )g  为常数，矛盾；设 0( ) 0g   ，由于 ( ) 0g   ，那么由 Hurwitz 定理，

存在 0,n n   ，当 n 充分大时，有0 ( ) ( )n n n n n ng f z c      ，从而得 ( )n n n nf z c   。

由定理条件有 ( )n n n nf z h    ，从而 

0( ) lim ( ) 0n n n n
n

g f z   


     

因此 ( )g  的零点均为重级零点。 

对 ( )g  应用 Nevanlinna 第一和第二基本定理得 

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2

T r g N r N r N r S r g
g g a c g b c

N r S r g T r g S r g
g

    
   

  

 

所以 ( , ) ( , )T r g S r g ，即 ( )g  为常数，矛盾。 

情形 2，若 0( )f z a 或b ，不妨设则存在圆盘 0 0( , ) { : 0 }     o z z z z 使得在 0( , )o z 

内 ( ) ,f z a b 。不失一般性，假设{ }nf 为函数族F 中的函数列使得 0( )nf z a 由 Zalcman 引理可

得：1）存在函数列 nf F ；2）正数 r 和点列 0nz z ， nz r ；3）正数列 0n
 ，使得 

( ) ( ) ( )n n n ng f z c g       。 
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按球面距离内闭一致收敛，其中 ( )g  为一非常数亚纯函数，满足
# #( ) (0) 1g g   。类似情形 1

同样的方法可以证明： ( )  g b c，并且 ( )g  的零点重数均 2 。我们断言 ( ) ( )  g a c 只有一

个零点。若 ( ) ( )  g a c ，和情形 1 同理可得 ( )g  为常数，矛盾。 

假设至少存在两个不同的零点 0 和
*

0 ，则存在  使得
0

*

0( , ) ( , )     D D ，其中

0 0( , ) { : }        D 和
0 0

* *( , ) { : }        D 。 由 Hurwitz 定 理 ， 存 在 点 列

0( , )  n D 和
* *( , )   n nD ，使得对于充分大的n 有：  

( ) ( ) ( ) 0.       n n n n n ng a c f z a  

* *( ) ( ) ( ) 0.       n n n n n ng a c f z a  

由假设可知，对于任意的n ， ( )nf z a 只有一个零点 0z ，所以 

0  n n nz z ，
*

0  n n nz z  

因此 

0



 n

n

n

z z
，

* 0



 n

n

n

z z
 

这与 0( , )   n D 和
* *( , )   n nD ，以及

0

*

0( , ) ( , )     D D 相矛盾，因此 ( ) ( )  g a c

只有一个零点。 

情形 2.1，假设 ( )g  为超越亚纯函数，则 (log ) ( , )O r S r g ，对 ( )g  应用 Nevanlinna 第一和

第二基本定理得 

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )

1 1 1
( , ) (log ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2

T r g N r N r N r S r g
g g a c g b c

N r O r S r g T r g S r g
g

    
   

   

 

所以 ( , ) ( , )T r g S r g ，即 ( )g  为常数，矛盾。 

情形 2.2，假设 ( )g  为有理函数。由 ( )  g b c，可知 

1 1 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )




 

 
   

b c p
g b c

p p
                   （1） 

其中 ( )p 为多项式函数。 
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又因为 ( ) ( )  g a c 只有一个零点，所以可得： 

1 1 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

  


  

  
      

nb a p A
g a c b a

p p p
        （2） 

其中 A为非零常数。 

又因为 ( )g  的零点均为重级零点，由（1）可得， ( )p 的次数 2 ，结合（2）可得， 2n 。 

由（2）式可知：1 ( ) ( ) ( )      nb a p A ，所以
1( )

( )
 




 


nAn
p

b a
，即 ( )p 只有一个

零点 。 

由（1）式可知：1 ( ) ( ) b c p 的零点均为重级零点，且 (1 ( ) ( )) ( ) ( )     b c p b c p 只

有一个零点 ，所以1 ( ) ( ) ( )      nb c p B （ 0B ），结合（1）可得： ( ) 0 g 。这与（2）

式中 ( ) 0   g a c 相矛盾。                                                       证毕 

定理得证。 
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Abstract： In this paper, the author prove a normality criterion for a family of meromorphic functions involving 

set sharing. Some papers proved: Let F be a family of meromorphic functions defined in D , all of whose zeros 

have multiplicity at least 1k  . If, for each pair of functions f and g  in F , 
( )kf and 

( )kg  share the 

set { , }a b , then F  is normal in D . The author using the Zalcman—Pang’s method prvove the case for 

0k  . Let ,a b  and c  be three distinct complex number, h be a positive number. Let F be a family of 
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meromorphic functions defined in D . If (1) for each pair of functions f and g  in F , f and g  share 

the set { , }a b ; (2) for each function f and g  in F , f c f h   , then F  is normal in D . 

Keywords：normal family; meromorphic function; shared set. 

 

 


