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向量优化中集合的一些拓扑与代数性质
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摘要:在假设B下,证明了int S+( )F =intS+F,建立了两个集合拓扑闭包相等与拓扑内部相等之间的等价条件。结合

Flores-Bazán等人的思想,基 于 集 合 的 代 数 闭 包 和 代 数 内 部 提 出 了 假 设 B1。在 假 设 B1 下,证 明 了cor S+( )F =

corS+F,得到了集合的代数闭包一定是代数闭集,代数内部一定是代数开集等结果。这些结果是对假设B下集合性质

的进一步补充和拓展。
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1预备知识

向量优化是具有重要应用价值的、新兴的和多学科交叉的研究领域,是最优化及应用研究中十分重要的研

究内容。解的统一性概念和标量化研究是向量优化问题研究中非常重要的两个方面。解的概念和标量化的研

究通常需要借助于free-disposal集和改进集等大量数学工具,见文献[1-7]。

2007年,Bonnisseau等人[4]在P 是闭凸锥的情况下提出了free-disposal假设P。2010年,Tammer等人[5]

又在P 是闭凸锥的情况下提出了强free-disposal假设PS。2011年,Flores-Bazán等人[8]在不涉及凸锥P 的情

况下提出了更广的假设B。此外,Flores-Bazán等人研究了假设B下集合的一些拓扑性质,并在假设B条件下得

到了统一解的标量化结果。其它一些关于假设B的研究结果见文献[9]等。
受文献[8,10-11]等 研 究 工 作 的 启 发,在 假 设 B 下 证 明 了int S+( )F =intS+F,cl S+( )F =cl

intS+( )F ,基于拓扑闭包和拓扑内部建立了两个集合的等价条件。结合Flores-Bazán等人的思想在实线性空

间中提出了假设B1,并在假设B1 下,证明了cor S+( )F =corS+F,S+( )F c= corS+( )F c,得到了集合的代数

闭包一定是代数闭集,代数内部一定是代数开集等结果。基于代数闭包和代数内部的概念建立了两个集合的等

价条件。这些结果是对假设B性质的进一步补充和推广。
下面给出本文将要用到的一些记号。Rn 表示n 维欧几里得空间,且:

Rn
+= x1,x2,…,x( )n xi≥0,i=1,2,…,{ }n ,Rn

++= x1,x2,…,x( )n xi>0,i=1,2,…,{ }n 。

clS,intS,Sc,corS分别表示S 的拓扑闭包、拓扑内部、代数闭包、代数内部。

2假设B下集合的一些拓扑性质

这一部分假设Y 是实拓扑线性空间。Flores-Bazán等人[8]提出的假设B如下。
假设B 0≠q∈Y,S⊆Y,使得clS+R1++q⊆intS。
注1 若S⊆Y 满足假设B,则intS≠⌀。
注2 显然S⊆Y 满足假设B,S不一定是凸集也不一定是锥。
下面给出将要用到的引理。
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引理1[8] 设S⊆Y 为非空集,S关于0≠q∈Y 满足假设B,则int(clS)=intS;cl(intS)=clS。
引理2[10] 设S,F⊆Y 为两个非空集,若intS≠⌀,则intS+F⊆int S+( )F 。

Tanka等人[10]在凸性条件下证明了int S+( )F =intS+F。下面在假设B条件下证明相同的结果。
定理1 设S,F⊆Y 为两个非空集,S关于0≠q∈Y 满足假设B,则int S+( )F =intS+F。
证明 由引理2得intS+F⊆int S+( )F ,故只需证明int S+( )F ⊆intS+F。
∀x∈int S+( )F ,由定义存在一个零邻域U 使得x-U⊆S+F。则存在r∈R1++,使得rq∈U,故x-rq∈

x-U⊆S+F。即x∈S+rq+F。由S关于0≠q∈Y 满足假设B,得x∈S+rq+F⊆intS+F。
由x的任意性得int S+( )F ⊆intS+F。 证毕

推论1 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q1,q2∈Y 满足假设B,则

intS+intF=int(S+F)=intS+F=S+intF=intS+clF=clS+intF。
注3 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q∈Y 满足假设B,推论1的结论显然成立。

Breckner[11]证明了在F 是凸锥情况下cl S+( )F =clintS+( )F 成立,下面的例子表明:S关于0≠q∈Y 满

足假设B,F 不是凸锥cl S+( )F =clintS+( )F 也成立。
例1 令Y=R2,且:

S= x1,x( )2 1≤x1+x2,1≤x{ }2 ∪ x1,x( )2 1≤x1,0≤x2≤{ }1 ,F= x1,x( )2 0≤x1≤1,0≤x2≤{ }1 。
则cl S+( )F =clintS+( )F =S。

定理2 设S,F⊆Y 为两个非空集,S关于0≠q∈Y 满足假设B,则cl S+( )F =clintS+( )F 。
证明 根据文献[8]的注4.1有S+R1++q=clS+R1++q=intS。故S+R1++q+F=intS+F。进而得

cl S+( )F ⊆cl S+( )F +R1+q⊆cl S+( )F +R1++( )q ⊆clintS+( )F 。
此外,显然有clintS+( )F ⊆cl S+( )F 。 证毕

推论2 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q1,q2∈Y 满足假设B,则

clintS+int( )F =clintS+( )F =cl S+int( )F =cl S+( )F 。
注4 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q∈Y 满足假设B,推论2的结论显然成立。
定理3 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q1,q2∈Y 满足假设B,则

clS=clF⇔intS=intF⇔intS⊆F⊆clS⇔intF⊆S⊆clF。
证明 1)首先证明clS=clF⇔intS=intF。
若clS=clF,则由引理1得intS=int cl( )S =int cl( )F =intF;
若intS=intF,则由引理1得clS=clint( )S =clint( )F =clF。
2)接下来证明clS=clF⇔intS⊆F⊆clS。同理可证clS=clF⇔intF⊆S⊆clF。
若clS=clF,则intS=intF,进而得intS=intF⊆F⊆clF=clS;
若intS⊆F⊆clS,则由引理1得clS=clint( )S ⊆clF⊆clcl( )S =clS,故clS=clF。 证毕

3假设B1 下集合的一些代数性质

这一部分假定Y 是实线性空间。利用Flores-Bazán等人[8]的思想基于集合的代数结构提出假设B1:

0≠q∈Y,S⊆Y,使得Sc+R1++q⊆corS。
注5 若S⊆Y 满足假设B1,则corS≠⌀。
注6 显然S⊆Y 满足假设B1,S不一定是凸集也不一定是锥。
下面给出这一部分将要用到的基本概念和引理。
引理3[10] 设S,F⊆Y 为两个非空集,若corS≠⌀,则corS+F⊆cor S+( )F 。
定义1[12] 设S⊆Y,S的代数内部为corS=s∈S ∀h∈Y,∃ε>0,∀t∈ 0,[ ]ε ,s+th∈{ }S 。
定义2[12] 设S⊆Y,S的代数闭包为Sc= x∈Y ∃h∈Y,∀ε>0,∃t∈ 0,[ ]ε ,x+th∈{ }S 。
引理4[13] 设S,F⊆Y 为两个非空集,则Sc+Fc⊆ S+( )F c。
受到文献[10-11]研究工作的启发,这部分将探讨在假设B1 条件下集合的代数性质。其中文献[10]在

S,F⊆Y均为凸集时证明了cor S+( )F =corS+F,下面的例子表明:在非凸情形下,上述结论也成立。
例2 令Y=R2,且S={(x1,x2)|1≤x1+x2,1≤x2}∪{(x1,x2)|0≤x1,0≤x2≤1},F={(x1,x2)|1≤x21+
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x22,0≤x1≤1,0≤x2≤1}。经计算得

cor S+( )F =corS+F= x1,x( )2 2<x1+x2,2<x{ }2 ∪ x1,x( )2 1<x21+x22,0<x1,0<x{ }2 。
定理4 设S,F⊆Y 为两个非空集,S关于0≠q∈Y 满足假设B1,则cor S+( )F =corS+F。
证明 由引理3得corS+F⊆cor S+( )F ,故只需证明cor S+( )F ⊆corS+F。

∀x∈cor S+( )F ,由定义得,对于q∈Y,存在r∈R1++,使得x-rq∈S+F,即x∈S+rq+F。结合S满足

假设B1,得x∈S+rq+F⊆corS+F。因此cor S+( )F ⊆corS+F。 证毕

推论3 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q1,q2∈Y 满足假设B1,则

corS+corF=cor(S+F)=corS+F=S+corF=corS+Fc=Sc+corF。
注7 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q∈Y 满足假设B1,推论3的结论显然成立。
定理5 设S,F⊆Y 为两个非空集,S关于0≠q∈Y 满足假设B1,则 S+( )F c= corS+( )F c。
证明 首先证明S+R1++q=corS。

∀x∈corS,由定义对于q∈Y,存在r∈R1++,使得x-rq∈S。则x∈S+rq⊆S+R1++q。故corS⊆S+R1++q。
结合S满足假设B1,得S+R1++q⊆Sc+R1++q⊆corS。故S+R1++q=corS。因此S+R1++q+F=corS+F。结合

引理4得

S+( )F c⊆ S+( )F c+R1+q⊆ S+( )F +R1++( )q c⊆ corS+( )F c

此外,显然有 corS+( )F c⊆ S+( )F c。 证毕

推论4 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q1,q2∈Y 满足假设B1,则

corS+cor( )F c= corS+( )F c= S+cor( )F c= S+( )F c。
注8 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q∈Y 满足假设B1,推论4的结论显然成立。
定理6 设S⊆Y 为非空集且关于0≠q∈Y 满足假设B1,则 cor( )S c=Sc;cor S( )c =corS。
证明 1)显然 cor( )S c⊆Sc。下证Sc⊆ cor( )S c。

∀x∈Sc,∀r∈R1++,由S关于0≠q∈Y 满足假设B1 得x+rq∈Sc+R1++q⊆corS。取h=q∈Y,则对任意

ε>0,令r∈ 0,[ ]ε ,取t0=r,有x+t0h∈corS。根据代数闭包的定义得x∈ cor( )S c。由x 的任意性得

Sc⊆ cor( )S c。

2)显然corS⊆cor S( )c ,下证cor S( )c ⊆corS。

∀y∈cor S( )c ,由定义对于h=-q∈Y,存在ε0>0,使得y+ε0 -( )q ∈Sc。即y∈Sc+ε0q⊆corS。由y的

任意性得cor S( )c ⊆corS。 证毕

对于一般的集合corS不一定是代数开集,Sc 不一定是代数闭集,但通过下面的例子可以看出:S⊆Y 关于

0≠q∈Y满足假设B1,corS是代数开集,Sc 是代数闭集。
例3 令Y=R2,q=(1,1)且S={(x1,x2)|2≤x1+x2,x1≤0,2≤x2)}∪{(x1,x2)|1≤x1+x2,0≤x1,0≤

x2)}。能够验证S关于0≠q∈Y 满足假设B1,且:

corS=cor cor( )S = x1,x( )2 2<x1+x2,x1≤0,2≤x{ }2 ∪ x1,x( )2 1<x1+x2,0<x1,0<x{ }2 ,

Sc= S( )c c=S。
定理7 设S⊆Y 为非空集且关于0≠q∈Y 满足假设B1,则corS=cor cor( )S ;Sc= S( )c c。
证明 1)∀x∈corS。则任意h∈Y,对于 h-( )q ∈Y,存在ε0>0,任意t∈ 0,[ ]ε 有x+th-( )q ∈S。即

x+th∈S+tq∈corS。故x∈cor cor( )S 。由x 的任意性可得corS⊆cor cor( )S 。另一方面,显然有

cor cor( )S ⊆corS。

2)由引理4和S 满足假设B1 得 S( )c c+R1+q⊆ Sc+R1++( )q c⊆ cor( )S c⊆Sc,故 S( )c c⊆Sc。此外,显然

Sc⊆ S( )c c。 证毕

定理8 设S,F⊆Y 为两个非空集,分别关于0≠q1,q2∈Y 满足假设B1,则

Sc=Fc⇔corS=corF⇔corS⊆F⊆Sc⇔corF⊆S⊆Fc。
证明 1)首先证明Sc=Fc⇔corS=corF。
若Sc=Fc,则由定理6得corS=cor S( )c =cor F( )c =corF;
若corS=corF,则由定理6得Sc= cor( )S c= cor( )F c=Fc。
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2)接下来证明Sc=Fc⇔corS⊆F⊆Sc。同理可证Sc=Fc⇔corF⊆S⊆Fc。
若Sc=Fc,则corS=corF。故corS=corF⊆F⊆Fc=Sc。同理可证corF⊆S⊆Fc。
若corS⊆F⊆Sc,由定理6和定理7得Sc= cor( )S c⊆Fc⊆ S( )c c=Sc,故Sc=Fc。 证毕

4结论

本文在假设B下基于拓扑内部、拓扑闭包的概念得到了int S+( )F =intS+F 等拓扑性质,在假设B1 下基

于代数内部、代数闭包的概念证明了cor S+( )F =corS+F 等代数性质,这些结果是对向量优化中集合性质的

进一步补充和拓展。假设B是研究向量优化问题的有力数学工具,借助于集合的这些性质,可进一步研究解的

统一性概念、解的存在性、解的性质及标量化等向量优化问题。
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SomeTopologicalandAlgebraicPropertiesofSetsinVectorOptimization

ZHANGWanli,LIUJinjie,ZHAOKequan
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Abstract:Inthispaper,int S+( )F =intS+FisprovedundertheassumptionB.Moreover,wegetequivalentconditionsabout
twosetsbytheconceptsoftopologicalclosureandtopologicalinterior.BymeansoftheideaofFlores-Bazánetal,wepresentthe
assumptionB1.UndertheassumptionB1,weobtaincor S+( )F =corS+F.BasedontheconditionofassumptionB1,wegetthat
thealgebraicclosureisclosedandalgebraicinteriorisopenandsoon.Theseresultsextendandsupplementvariousexistingproper-
tiesofsetsunderassumptionB1.
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