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基于变分不等式的多商品流供应链网络模型
*

朱军辉,程春蕊

(郑州航空工业管理学院 数理系,郑州450015)

摘要:针对多商品流的供应链网络均衡问题,考虑电子商务对供应链网络的影响,得到了制造商、零售商及需求市场的均

衡条件,利用变分不等式形式把供应链网络均衡模型表述出来,得到了系统均衡的模型,利用拟牛顿法,得到了具有多商

品流的供应链网络均衡模型的求解方法。用具体的数值算例验证了模型的合理性。
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Nagurney等人最先利用均衡的理论和方法,同时结合变分不等式的技巧,研究了具有单商品流的由多个供

给市场、多个零售商及多个需求市场组成的供应链系统中不同层的决策者的决策选择及相互之间的影响,建立

了反映供应链网络均衡状态的多层模型[1-4]。在文献[5]中,单商品流的供应链网络的均衡模型由张铁柱、等人

扩展到多种商品流供应链网络的均衡模型,文献[5]中的假设条件与文献[2]中Nagurney等人提出的基本模型

相同,均考虑的是在质量品质上相同的商品的生产和销售行为。随着科技、经济的不断发展和进步,供应链网络

受电子商务的影响愈来愈大。不同的电子商务类型对供应链的影响没有反映在文献[1-5]的供应链网络的均衡

模型中。为了能更准确描述供应链网络的真实状态与实际情况,文献[6]考虑电子商务的影响,将单商品流的供

应链网络的均衡模型做了扩展,建立了包含电子商务的供应链超网络均衡模型。本文在此基础上,在包含制造

商、零售商及需求市场的多商品流的供应链网络中,考虑电子商务,得到了各层决策者的均衡模型和系统达到均

衡的模型,并利用变分不等式形式描述均衡模型。

1模型假设和符号约定

假设商品可由制造商直接销售并运输给零售商,零售商还可利用电子商务等虚拟方式与制造商进行交易,
假设消费者与零售商之间也可进行电子商务等虚拟方式的交易。考虑由m 个制造商,n个零售商和o 个需求市

场组成的供应链网络模型,制造商、零售商、需求市场分别用i,j,k表示,s种商品流 ,h=1,2,…,s。均衡解用*
标明。m 个制造商的第h 种商品的生产量用qh=(qh

i)m×l表示,它是分量均为非负的列向量;制造商i在生产第h
种商品时的成本用fh

i 表示;产品制造商与产品零售商之间的交易量组成一个2mns维列向量,记为Q1=(qh
ijl),

它的分量均为非负数;产品零售商和产品需求市场之间的商品交易量组成2nos维非负列向量,记为Q2=(qh
jkr),

其中r=1表示通过实体方式进行交易,r=2表示交易时通过虚拟的方式进行;并设文中所提到的成本函数均为

连续可微的凸函数。

2具有多商品流的考虑电子商务的供应链网络模型

下面从供应链网络的三层成员,即供给市场、零售市场及需求市场等开展研究,对同层成员的竞争和不同层

成员合作时的决策行为进行分析,推导其满足的均衡模型,并用变分不等式将其表述出来。

2.1供给市场的行为分析与模型创建
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假设制造商i在生产第h 种商品时的成本为fh
i=fh

i(qh),即其依赖于第h种商品的产量qh。假设制造商与

零售商之间的交易成本为ch
ijl=ch

ijl(Q1),即其依赖于所有的交易量。制造商i第h 种商品的产量满足方程

∑
n

j=1
∑
2

l=1
qh

ijl =qh
i,h=1,…,s。 (1)

注意到方程(1),设制造商i在与零售商j利用第l种方式交易第h 种商品时的价格为ρh*
1ijl。制造商i的利润

最大的最优化模型为

max∑
n

j=1
∑
2

l=1
∑
s

h=1
ρh*
1ijlqh

ijl -∑
s

h=1
fh

i(Q1)-∑
n

j=1
∑
2

l=1
∑
s

h=1
ch

ijl(Q1), (2)

它受约束于(1)式并且qh
ijl≥0,j=1,…,n;h=1,…,s;l=1,2。

(2)式中的第一项表示制造商的收益,第二项表示制造商的生产成本,而ch
ijl表示制造商i与零售商j之间利

用第l种方式交易第h 种商品的交易成本,其中l=1表示通过实体方式进行交易,l=2表示通过虚拟方式进行

交易。利用变分不等式,对所有的制造商而言,得最优性条件:

∑
m

i=1
∑
n

j=1
∑
2

l=1
∑
s

h=1

∂fh
i(Q1*)
∂qh

ijl
+∂c

h
ijl(Q1*)
∂qh

ijl
-ρh*

1ij
ù

û
úú

é

ë
êê l ×[qh

ijl -qh*
ijl ]≥0,∀Q1 ∈R2mns+ 。 (3)

2.2零售市场的决策行为分析与模型构建

零售商的管理成本包含商品的展示所产生的费用及商品储存所产生的费用。假设所有的零售商的商品持

有量都会影响每个零售商的管理成本,即ch
j=ch

j(Q1),这是为了增强供应链网络模型的竞争性并使其更具一般

性。零售商j通过第l种方式与制造商i交易第h 种商品时产生的交易成本为̂ch
ijl=̂ch

ijl(Q1),其依赖于供给市场

到零售市场的商品流量Q1。零售商j与需求市场k利用虚拟方式交易第h 种商品的交易成本为ch
jk=ch

jk(Q2)。

零售商j的第h 种商品的管理成本用ch
j 表示。设利用方式r从零售商j处购买第h 种商品的价格为ρh*

2jr。零售

商j的利润最优化模型可表述为

max∑
s

h=1
∑
2

r=1
ρh*
2jr∑

o

k=1
qh

jkr -∑
s

h=1
ch

j(Q1)-∑
m
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∑
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o
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jk(Q2)-∑
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ρh*
1ijlqh

ijl, (4)

并且满足不等式约束

∑
o

k=1
∑
2

r=1
qh

jkr ≤∑
m

i=1
∑
2

l=1
qh

ijl,h=1,…,s (5)

和非负约束qh
ijl≥0,i=1,…,m;l=1,2;h=1,…,s;qh

jkr≥0,k=1,…,o;h=1,…,s;r=1,2。
(4)式第一项表示零售商的总收益,第二项表示零售商的管理成本,第三项表示与制造商交易的成本,第四

项表示与消费者的交易成本,第五项表示商品的采购成本。设管理成本函数为连续可微的凸函数,零售商的交

易成本函数亦为连续可微的凸函数,则得到用变分不等式表述的所有零售商的最优性条件:
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j ]+
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j=1
∑
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jk2]≥0,∀Q1 ∈R2mns+ ,Q2 ∈R2nos+ ,γ∈Rns

+ , (6)

其中γ=(γh
j)ns×1是的ns维列向量,由所有的拉格朗日乘子γh

j 组成。

2.3需求市场的均衡条件的建立

从零售市场j处购买第h 种商品时,需求市场k处的消费者若采用第r种方式,则产生的交易成本记为ĉh
jkr,

并有ĉh
jkr=̂ch

jkr(Q2);记ρh
3k表示需求市场k 处的第h 种商品的广义价格,把广义价格组成一个o维列向量,记为

ρh
3;在所有o个需求市场上,将全部s种商品的广义价格组成的so维列向量记为ρ3;在需求市场k上,用dh

k(ρh
3)表

示关于第h种商品的需求函数。
零售商的定价以及获得该商品的交易成本均为消费者在做消费决策时要考虑的因素,因此在需求市场k处

的均衡条件为:对于所有的零售商j(j=1,…,n)
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ρh*
2jr +̂ch

jkr(Q2*)
=ρh*

3k ,若qh*
jkr>0,

≥ρh*
3k ,若qh*

jkr=0{ 。
(7)

和
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(8)

由(7)式得到

∑
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由(8)式可得

∑
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2.4基于变分不等式的供应链网络均衡模型

定理1 用变分不等式描述的考虑电子商务的供应链网络均衡模型的均衡条件可归结为寻找一组均衡解:
寻找(Q1*,Q2*,γ*,ρ*

3 )∈R2mns+2nos+ns+so+ ,使得
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3 ][ ) × ρh
3k-ρh*

3 ][ k ≥0,∀(Q1*,Q2*,γ*,ρ*
3 )∈R2mns+2nos+ns+os+ 。 (11)

3算法构建

为了找到供应链网络均衡条件,将(11)式化成标准的变分不等式形式。
设X=(Q1,Q2,γ,ρ3)T,F(X)=(F1(X),F2(X),F3(X),F4(X),F5(X))T,其中F1(X)=(…,Fh

ijl(X),
…)T,F2(X)=(…,Fh

jk1(X),…)T,F3(X)=(…,Fh
jk2(X),…)T,F4(X)=(…,Fh

j(X),…)T,F5(X)=(…,

Fh
k(X),…)T,Fh

ijl(X)=
∂fh

i(Q1)
∂qh
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3),因此变分不等式

(11)改写为

F(X*)T(X-X*)≥0,∀X∈R+, (12)
(12)式的非线性互补问题为:找到X*∈R+,使得

F(X*)TX*=0,F(X*)≥0, (13)
变分不 等 式 与 相 应 的 非 线 性 互 补 问 题 的 等 价 性 可 参 考 文 献[7]。利 用 优 函 数 法[8],Φ(a,b)=

a2+b2-(a+b[ ])2:R2→R+,(13)式能等价地转化为无约束最优化问题:

min
X∈R

2mns+2nos+ns+os

+

Φ(X), (14)

其中
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o

k=1
∑
s

h=1
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3k,Fh
k(X))。 (15)
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无约束最优化问题的求解方法多种多样,常用的有共轭梯度法、最速下降法和牛顿法等。本文采用拟牛顿法

来求解最优化问题(14)。
步骤1 给定初始点X0,令 H0=I,精度ε,令k=0。
步骤2 如果 gk ≤ε,则停止;否则,计算dk=-Hkgk。
步骤3 沿方向dk 作线性搜索求λk>0,得到Xk+1=Xk+λkdk。

步骤4 令 gk+1=▽Φ(Xk+1),Sk=Xk+1-Xk,Yk=gk+1-gk,校正 Hk,产生 Hk+1=Hk+
SkST

k

ST
kYk

-

HkYkYT
kHk

YT
kHkYk

。

步骤5 k:=k+1,转步骤2。

4算例分析

该供应链网络模型由两个制造商、两个零售商及两个需求市场组成,并考虑两种商品流。决策变量为各层

之间的商品流量及商品价格。
制造商成本函数:f11(q1)=2.5(q11)2+q11q12+2q11,f12(q1)=2.5(q12)2+q11q12+2q12,
交易成本函数:

ch
ij1(Q1)=0.5(qh

ij1)2+3.5qh
ij1,i=1,2;j=1,2,

ch
ij2(Q1)=1.5(qh

ij2)2+3qh
ij2,i=1,2;j=1,2。

零售商的管理成本:

c1(Q1)=0.5∑
2

i=1
∑
2

l=1
qi1( )l

2,c2(Q1)=0.5∑
2

i=1
∑
2

l=1
qi2( )l

2 。

零售商通过两种方式从制造商处获得商品的交易成本:

ĉh
ijl(Q1)=1.5(qh

ijl)2+3qh
ijl,i=1,2;j=1,2;l=1,2;h=1,2。

零售商与消费市场之间通过虚拟交易的成本:

cjk2(Q3)=0.1(qjk2)2+5qjk2,j=1,2;k=1,2。
需求函数为

d11(ρ3)=-2ρ31-1.5ρ32+1000,d12(ρ3)=-2ρ32-1.5ρ31+1000。
消费者从零售商处通过两种方式获取商品的交易成本:

ĉjk1(Q2,Q3)=qjk1+5,̂cjk2(Q2,Q3)=0.3qjk2,j=1,2;k=1,2。

表1 制造商与零售商之间的流量

Tab.1 Productflowsshippedbetween

manufacturersandretailers

交易的方式 商品
流量

零售商1 零售商2

制造商1
l=1

l=2

商品1 9.395294 9.395294
商品2 30.55420 30.55420
商品1 6.346863 6.346863
商品2 20.45280 20.45280

制造商2
l=1

l=2

商品1 9.395294 9.395294
商品2 31.13112 31.13112
商品1 6.346863 6.346863
商品2 20.83741 20.83741

第二种商品除下述变动外,其余全部与第一种商品

的各种成本相同。
零售商1的生产成本变为:f21(q2)=2.5(q21)2+

q21q22+12q21。
需求市 场1的 需 求 函 数 为:d21(ρ3)=-2ρ231-

1.5ρ232+2000。
由计算得到的均衡解表明,制造商通过传统的实体

方式与零售商交易时的价格比通过虚拟交易时要低。
而不管哪种商品,制造商与零售商通过传统的实体交易

的商品流量更大些,这是因为零售商从制造商处通过两

种方式获得商品的交易成本函数相同。

ρ1*1ij1=203.8012,ρ1*1ij2=212.9465,i=1,2,

j=1,2;ρ2*1111=ρ2*1121=660.0612,

ρ2*1211=ρ2*1221=658.3304,ρ2*1112=ρ2*1122=690.3654,ρ2*1212=ρ2*1222=689.2115,

ρ1*31 =ρ1*32 =276.7188,ρ2*31 =897.0245,ρ2*32 =0。
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表2 不同零售商到不同需求市场的商品流量

Tab.2 Productflowsshippedbetween
retailersanddemandmarkets

两个

零售商

交易

的方式

到两个需求市场的商品流量

需求市场1 需求市场2
商品1 商品2 商品1 商品2

零售

商1
l=1 2.744870 34.32517 7.935590 0
l=2 5.489741 68.6535 15.87118 0

零售

商2
l=1 2.744870 34.32517 7.935590 0
l=2 5.489741 68.6503515.87118 0

  由表1、表2得到,需求市场1的消费者消费商品2的

量相比商品1大量增加,这是由于需求市场1的需求函数

增大。而零售商与需求市场之间通过虚拟交易的商品流量

较大,这可以从零售商通过虚拟方式与需求市场交易的边

际成本及消费者从零售市场通过虚拟方式交易获得商品

产生的交易成本与消费者从零售市场通过实体交易方式

获得商品的交易成本相比较小得到解释。

计算的结果表明制造商到零售商的商品流量及价格、

零售商到需求市场的商品流量及价格能较好地满足供应

链网络均衡的条件。

5结论

在一个由多个供给市场、多个零售市场及多个需求市场组成的多商品流供应链网络均衡模型中考虑电子商

务对供应链的影响,用变分不等式形式描述了供应链网络达到均衡的条件。构造一个具体算例,给出了考虑电

子商务的多商品流的供应链网络均衡模型的求解方法,算例的结果验证了模型的可行性和有效性。在以后的研

究工作中,还可将时间、库存等决策变量考虑进来,建立能更准确描述供应链网络均衡状态的变分不等式模型。
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AMulti-CommodityFlowSupplyChainNetworkModel-BasedontheVariationalInequality
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Abstract:Inthispaper,wepresentathree-levelsupplychainnetworkequilibriumconditionswithmulti-commodityflowinwhiche-
lectroniccommerceisconsidered.Business-to-ConsumerandBusiness-to-Businessdecision-makingissynthesizedinasupplychain
networkwithmulti-commodityflow.Theequilibriumconditionsforeachsetofdecision-makersarederived.Thefinite-dimensional
variationinequalityformulationofthesupplychainnetworkequilibrium modelisobtained.Theequilibrium modelofthesupply
chainnetworkisgiven.AQuasi-NewtonMethodisbuilttosolvetheequilibriummodel.Anumericalexampleisgiventoshowthe
rationalityofthemodel.
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