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带有不可用区间及拒绝的最大完工时间单机排序问题
*
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摘要:研究带有退化效应、拒绝工件及不可用区间的单机排序问题。该问题中,工件可以被排在机器上进行加工,也可以

被拒绝,但是需要支付一定的拒绝惩罚。加工工件的开始加工时间越晚,则工件的实际加工时间越大。机器带有不可用

区间,在此区间内任何工件都不能被加工。目标函数为所有拒绝工件的拒绝惩罚与接受工件的最大完工时间之和。首先

给出了拟多项式时间的动态规划算法,最后得到了一个全多项式近似方案。
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在实际生产过程中,退化现象是由于生产设备长时间使用而导致的。而且,厂家通常会拒绝一些加工时间

较长且获利相对较小的工件,虽然需要付出一定的惩罚费用,但是可以获取更大的利润,该惩罚费用即为拒绝惩

罚。Shabtay等[1]给出了与拒绝费用有关的排序问题的综述。Li等[2]研究了最大完工时间的平行机排序问题,
且拒绝费用有上限,给出了该问题的2-近似算法,并给出全多项式近似方案。对于工件的实际加工时间与其开

始加工时间有关的模型,Mosheiov[3]研究了单机排序问题,说明了最大完工时间、加权总完工时间等问题都是多

项式时间可解的。Wu等[4]研究了加权总完工时间问题,给出了该问题的启发式算法和分支定界算法。Ji等[5]

研究了总完工时间以及加权总完工时间问题,给出了该问题的动态规划算法以及全多项式近似方案。刘澈等及

赵升华等[6-7]研究了机器带有不可用区间的单机排序问题,目标函数是所有拒绝工件的拒绝惩罚与所有接受工

件的最大完工时间之和。Cheng等[8]研究了工件允许被拒绝的单机排序问题,说明了总完工时间问题以及加权

总完工时间问题是NP-难的。Li等[9]研究了带有退化效应和拒绝工件的平行机排序问题。Seiden[10]研究了带

有退化效应和优先约束的排序问题。
此外,机器通常需要进行保养,或发生故障时进行维修等原因,导致机器在某一时间段内无法工作,该时间

段即为机器的不可用区间。对于机器带有不可用区间的模型,Kacem[11]研究了总完工时间问题。Kacem等[12]

研究了加权总完工时间问题,此外给出了该问题的一个全多项式时间近似方案。Lee[13]研究了加权总完工时间

问题,证明了单机及平行机排序问题都是NP-难的。此外给出问题的启发式算法,并且对其进行了误差界分析。

Chen[14]研究了机器是中断重复的单机极小化总流水时间的排序问题,且机器带有有限个不可用区间,对于这个

问题,给出了分枝定界算法。Vahedi-Nouri等[15]研究了带有学习效应以及多个不可用区间的排序问题。Zhao
等[16]研究了平行机排序问题。对于只有一台机器带有不可用区间特殊情况,给出了的全多项式近似方案。

机器带有不可用区间以及拒绝惩罚同时存在的现象更普遍,本文将上述问题结合起来,使问题变得更加复

杂,讨论了带有退化效应、工件允许被拒绝及机器带有不可用区间的单机排序问题,目标函数是所有拒绝工件的

拒绝惩罚与接受工件的最大完工时间之和。首先给出了拟多项式时间的动态规划算法,然后通过构造输入将退

化因子进行取整运算,再通过动态规划算法得到退化因子取整后的一个最优排序,按照这个工件排序得到原问

题的一个可行排序,最后得到了一个全多项式近似方案。

1问题描述

具体问题描述如下:n个互不相关的工件J1,J2,…,Jn 在一台机器上加工,所有工件具有相同的到达时间
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t0,且t0>0;工件Jj 的实际加工时间为pj=bjt,其中bj>0为工件Jj 的退化因子;t为其开始加工时间,显然t≥
t0>0;ej>0是工件Jj 被拒绝时的惩罚。记被加工的工件的集合为S,所有被拒绝的工件的集合为 R。
T1,T[ )2 为机器的不可用区间,在此区间内机器不能加工任何工件,nr-a表示机器为不可恢复的,即某个工件

在不可用区间之前没加工完,则在不可用区间之后需要重新加工这个工件。目标函数是所有拒绝工件的惩罚与

接受工件的最大完工时间之和。同时带有退化效应、工件允许被拒绝及机器带有不可用区间的单机排序问题,
利用三参数表示法αβγ 可记为

1nr-a,pj=bjt,xreject Cmax ( )S +∑j∈Rej。

2动态规划算法

由于问题1pj=bjt,xreject Cmax ( )S +∑j∈Rej 是 NP-难的,显然问题1nr-a,pj=bjt,xreject Cmax ( )S +

∑j∈Rej 至少是NP-难的。为了解决这个问题,首先给出以下引理。

引理1[3] 工件的开始加工时间是t0,工件的实际加工时间是退化函数pj=bjt,则集合S 中工件的最大完

工时间是Cmax ( )S =t0∏S 1+b( )j 。

由于加工工件既可以排在不可用区间之前,也可以排在不可用区间之后,假设加工工件排在T2 之后的工件

集合为S1,可得如下引理。

引理2 若S1=⌀,则集合S中工件的最大完工时间是Cmax ( )S =t0∏S 1+b( )j ,∀S⊆N ;若S1≠⌀,则

集合S中工件的最大完工时间是Cmax ( )S =T2∏S1
1+b( )j ,∀S⊆N 。

证明 若S1=⌀,即所有加工工件都被排在不可用区间之前加工,工件的开始加工时间是t0。由引理1,集

合S中工件的最大完工时间是Cmax ( )S =t0∏S 1+b( )j ,∀S⊆N ;若S1≠⌀,由于排在不可用区间 T1,T[ )2 之

后的加工工件开始加工时间为T2,由引理1,集合S中工件的最大完工时间是Cmax ( )S =T2∏S1
1+b( )j ∀S⊆

N 。 证毕

由引理1可知,工件的加工顺序不影响目标函数值,不失一般性,假设工件按照SPT规则排序。工件可以被

拒绝也可以被加工。由于机器带有不可用区间,则工件既可以排在不可用区间之前也可以被排在不可用区间之

后,从而有下述动态规划算法。
首先工件按照SPT规则排序。假设工件J1,J2,…,Ji-1已排完,用fi u,( )E 表示工件J1,J2,…,Ji 当前状

态下在T2 之后加工工件最小的总加工时间与拒绝工件的总惩罚之和,其中u表示工件J1,J2,…,Ji 中在T1 之

前加工工件的总加工时间,E 表示工件J1,J2,…,Ji 中拒绝加工工件的总惩罚。在最优排序中,工件Ji 或者被

加工或者被拒绝;加工工件Ji 或者排在T1 之前或者排在T2 之后。
假设工件J1,J2,…,Ji-1已排完,工件Ji 分为以下两种情况。

1)工件Ji 被拒绝,则工件J1,J2,…,Ji-1中拒绝加工工件的总惩罚为E-ei,在T1 之前加工工件的总加工

时间不变,有fi u,( )E =fi-1 u,E-e( )i +ei;

2)工件Ji 被加工,工件Ji 分为以下两种情况。
如果Ji 排在T1 之前加工。设工件J1,J2,…,Ji-1中在T1 之前加工工件的总加工时间为ui-1,则在T1 之

前加工工件的总加工时间增加bi ui-1+t( )0 ,排在T2 之后加工工件的总加工时间与拒绝加工工件的总惩罚之和

不变。
如果Ji 排在T2 之后加工。则在T1 之前加工工件的总加工时间不变,排在T2 之后加工工件的总加工时间

与拒绝加工工件的总惩罚之和增加bi fi-1 u,( )E -E+T( )2 。

如果u-bit0
1+bi

是整数,则工件Ji 或者排在T1 之前或者排在T2 之后,有

fi u,( )E =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E ;

如果u-bit0
1+bi

不是整数,则工件Ji 排在T2 之后,有fi u,( )E =fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( )E 。
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由以上分析可得拟多项式时间动态规划算法如下。
动态规划算法 ( )1DP1  1)初始条件:如果j=0,u=0,E=0,则fj u,( )E =0;否则fj u,( )E =∞。

2)对每个工件Ji,当1≤i≤n,0≤u≤T1-t0,0≤E≤∑
n

j=1ej 计算:

fi u,( )E =min

minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E ,若u-bit0

1+bi
是整数,

fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( )E ,否则

ì

î

í

ïï

ïï ,

fi-1 u,E-e( )i +ei

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 。

如果minfn u,( )E =E,此时所有加工工件都在不可用区间之前加工,不可用区间之后没有加工工件,令

Z= u,( )E fn u,( )E ={ }E ,则 min
u,( )E ∈Z

u+t0+{ }E 为最优目标函数值。否则T2+minfn u,( )E 为最优目标函数

值。
例 有3个工件J1,J2,J3,其中t0=2,b1=1,b2=1,b3=2,T1=12,T2=16,e1=10,e2=10,e3=15。应用

上述动态规划算法得出主要过程如下。

i=1时,u=0,E=0,此时u-bit0
1+bi

不是整数,f1 0,( )0 =fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( )E =16;u=0,

E=10,f1 0,( )10 =fi-1 u,E-e( )i +ei=10;u=2,E=0,此时u-bit0
1+bi

是整数,

f1 2,( )0 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =0。

以此类推,有:

f2 0,( )0 =fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( )E =48,

f2 0,( )10 =fi-1 u,E-e( )i +ei=26,f2 0,( )20 =fi-1 u,E-e( )i +ei=20,

f2 2,( )0 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =16,

f2 2,( )10 =fi-1 u,E-e( )i +ei=10,

f2 6,( )0 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =0,

f3 0,( )0 =fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( )E =176,

f3 0,( )10 =fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( )E =90,

f3 0,( )15 =fi-1 u,E-e( )i +ei=63,

f3 0,( )20 =fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( )E =52,

f3 0,( )25 =fi-1 u,E-e( )i +ei=41,f3 0,( )35 =fi-1 u,E-e( )i +ei=35,

f3 2,( )0 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =80,

f3 2,( )10 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =42,

f3 2,( )15 =fi-1 u,E-e( )i +ei=31,f3 2,( )25 =fi-1 u,E-e( )i +ei=25,

f3 4,( )0 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =48,

f3 4,( )20 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =20,

f3 6,( )0 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =32,

f3 6,( )15 =fi-1 u,E-e( )i +ei=15,

f3 10,( )0 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =16,
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f3 10,( )10 =minfi-1
u-bit0
1+bi

,æ

è
ç

ö

ø
÷E ,fi-1 u,( )E +bi T2+fi-1 u,( )E -( ){ }E =10。

则minf3 10,( )10 =10,即minfn u,( )E =E,则最优目标函数值是 min
u,( )E ∈Z

u+t0+{ }E =22。

下面分析DP1的算法复杂性。

在状态fi u,( )E 中i可以取值1,2,…,n,u可以取值0,…,T1-t0,E 可以取值为0,1,…,∑
n

j=1ej。因此算

法共有OnT1∑
n

j=1e( )j 种状态,则算法的计算复杂性为OnT1-t( )0 ∑
n

j=1e( )j 。

定理1 动态规划算法1计算复杂性为OnT1-t( )0 ∑
n

j=1e( )j 。

3全多项式近似方案

由定理1可知动态规划算法1为拟多项式时间算法,在此基础上给出问题1

nr-a,pj=bjt,xreject Cmax ( )S +∑j∈Rej

的一个FPTAS算法。
对于任意给定的ε′>0,x≥1,如果 1+ε( )′ k-1<x< 1+ε( )′ k 成立,定义 éxùε′= 1+ε( )′ k,ëxûε′= 1+ε( )′ k-1。

如果x= 1+ε( )′ k,则éxùε′=ëxûε′,并且éxùε′≤ 1+ε( )′x。对于任意ε>0,定义bj′=é1+bjùε′-1,这里ε′=ε
2n
。定

义Lj 使 得 1+bj′= 1+ε( )′ Lj,所 以 Lj =
logé1+bjùε′

log 1+ε( )′
,由 é1+bjùε′≤ 1+ε( )′ 1+b( )j 有log é1+bjùε′≤

log1+ε( )′ 1+b( )j ,所以Lj=
logé1+bjùε′

log 1+ε( )′ =Onlog1+b( )jæ

è
ç

ö

ø
÷

ε
。由于bj′>bj,按照bj′得到的排序可行,按照加工

时间替换为bj 的排序一定可行。从而得到下列算法。

算法 第1步,对于任意的ε′>0,令ε′=ε
2n
,对于一个例子I,通过令bj′=é1+bj ùε′-1的方式构造出新的

例子I′;第2步,对于例子I′,通过下面的动态规划算法2(DP2)得到例子I′的最优排序π*(I′);第3步,用bj 替

换π*(I′)中的bj′,工件排序不变,从而得到例子I的可行排序。
定义τk= 1+ε( )′ k,用fi k,( )E 表示考虑工件J1,J2,…,Ji 的加工工件在T2 之后加工的工件总加工时间与

拒绝工件的最小的总惩罚之和,其中k表示前i个工件中加工工件在T1 之前加工的工件总加工时间为t0τk-t0,
E 表示前i个工件中拒绝加工的总惩罚。在任意排序中,工件Ji 或者被加工或者被拒绝。

假设工件J1,J2,…,Ji-1已排完,工件Ji 分为以下两种情况:
1)工件Ji 拒绝,有fi k,( )E =fi-1k,E-e( )i +ei;
2)工件Ji 加工,工件Ji 分为以下两种情况:如果Ji 排在T1 之前加工,则k增加Li,排在T2 之后加工工件

的总完工时间与拒绝加工工件的总惩罚之和不变;如果Ji 排在T2 之后加工,则k不变,排在T2 之后加工工件

的总完工时间与拒绝加工工件的总惩罚之和增加bi′fi-1k,( )E -E +T( )2 。

如果t0τk-t0-bi′t0
1+bi′

是整数,则工件Ji 或者排在T1 之前或者排在T2 之后,有

fi k,( )E =minfi-1k-Li,( )E ,fi-1k,( )E +bi′T2+fi-1k,( )E -( ){ }E ;

如果t0τk-t0-bi′t0
1+bi′

不是整数,则工件Ji 排在T2 之后,有

fi k,( )E =fi-1k,( )E +bi′T2+fi-1k,( )E -( )E 。
由以上分析可得拟多项式时间动态规划算法如下。
动态规划算法2(DP2) 1)初始条件:如果j=0,k=0,e=0,则fj k,( )E =0;否则fj k,( )E =∞。2)对每

个工件Ji,当1≤i≤n,L1 ≤k≤∑
n

i=1Li,0≤E≤∑
n

j=1ej 计算:

fi k,( )E =min

minfi-1(k-Li,E),fi-1k,( )E +bi′T2+fi-1k,( )E -( ){ }E ,若t0τk-t0-bi′t0
1+bi′

是整数,

fi-1k,( )E +bi′T2+fi-1k,( )E -( )E ,否则

ì

î

í

ïï

ïï ,

fi-1k,E-e( )i +ei

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 。
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如果minfn k,( )E =E,令Z= t0τk,( )E fn k,( )E ={ }E ,则 min
k,( )E ∈Z

t0τk+{ }E 为最优目标函数值。否则 T2+

minfn k,( )E 为最优值。

下面分析算法复杂性。在fi k,( )E 中i可以取值1,2,…,n,k可以取值L1,L2,…,∑
n

i=1Li,E 可以取值0,

1,…,∑
n

j=1ej。故算法共有On∑
n

j=1ej∑
n

j=1L( )j 种状态,由前面假设可知Lj=
logé1+bjùε′

log1+ε( )′ =Olog1+b
( )jæ

è
ç

ö

ø
÷

ε
,

所以上述的全多项式近似算法的计算复杂性为On2
ε∑

n

j=1ej∑
n

j=1log1+b( )
æ

è
ç

ö

ø
÷j 。

于是得到下面定理。

定理2 算法得到的目标值Cmax′ ( )S +∑j∈Rej ≤ 1+( )ε Cmax ( )S +∑j∈Rej,且算法的运行时间为

On2
ε∑

n

j=1log1+b( )æ

è
ç

ö

ø
÷j 。

证明 设加工工件排在T2 之后的工件集合为S1,则:
若S1=⌀,则

Cmax′ ( )S +∑Sej=t0∏S 1+bj( )′ +∑Sej≤t0∏S 1+ε( )′ 1+b( )j +∑Sej=

t0 1+ε( )′ S ∏S 1+b( )j +∑Sej≤t0 1+ε( )′ n∏S 1+b( )j +∑Sej;

若S1≠⌀,则

Cmax′ ( )S +∑Sej=T2∏S1
1+bj( )′ +∑Sej′≤T2∏S1

1+ε( )′ 1+b( )j +∑Sej=

T2 1+ε( )′ S1 ∏S1
1+b( )j +∑Sej≤T2 1+ε( )′ n∏S1

1+b( )j +∑Sej。

由于 1+ε( )′ n = 1+ε
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n

≤1+ε,对于任意的0<ε≤2,有

C′
max ( )S +∑Sej≤ 1+( )ε Cmax ( )S +∑Se( )j 。

由前面算法复杂性分析可知,算法的计算复杂性为On2
ε∑

n

j=1ej∑
n

j=1log1+b( )
æ

è
ç

ö

ø
÷j 。 证毕

4结论

本文考虑的是带有退化效应、拒绝工件及不可用区间的单机排序问题,目标函数为所有拒绝工件的拒绝惩

罚与接受工件的最大完工时间之和。首先给出该问题的一个动态规划算法,在此基础上给出了一个全多项式时

间近似方案,该全多项式时间近似方案的计算复杂性为On2
ε ∑

n

j=1ej∑
n

j=1log1+b( )( )æ

è
ç

ö

ø
÷j 。在实际生产过程

中,机器通常需要进行保养,或发生故障时采取维修措施等原因,导致机器在某一时间段内无法工作。因此,进
一步研究退化效应模型以及机器带有不可用区间的排序问题具有实际意义和应用价值。对于具有其他以及机

器带有不可用区间的排序问题,如总完工时间与所有拒绝惩罚之和等问题有待进一步研究。
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SchedulingProblemwithNon-availabilityIntervaland
RejectiontoMinimizetheMakespanonaSingleMachine

YANLijun,ZHAOYufang
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Inthispaper,weconsiderasinglemachineschedulingproblemswithadeterioratingeffect,rejectionpenaltyandanavaila-
bilityinterval.Inthismodel,theprocessingtimeofajobisrelatedwithitsstartingtimeandjobscanberejected.Ajobiseither

processedonthemachine,orrejected,inwhichcasearejectionpenaltyhastobepaid.Themachinecan’tprocessanyjobinthe

non-availabilityinterval.Theobjectiveistominimizethetotalrejectionpenaltyofalltherejectedjobsandthesumofthemakespan

oftheacceptedjobs.First,weproposeapseudo-polynomialtimedynamicprogrammingalgorithm.Andthen,wedesignafully

polynomial-timeapproximationschemetosolvetheproblem.

Keywords:rejectionpenalty;deteriorating;fullypolynomialtimeapproximationscheme;non-availabilityinterval;scheduling
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