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摘要:经济管理领域存在许多双边匹配决策问题,而匹配的稳定性对于决策制定非常重要。为了深入了解稳定匹配理论

的本质、起源和目前发展现状,把该理论运用到当前的研究问题上,收集整理了该领域的国内外相关文献,在此基础上进

行分析和综述。首先概述了当前理论研究和应用研究成果,介绍双边匹配和稳定匹配的起源,阐述稳定匹配的定义、基本

定理和实现的机制,然后分析稳定匹配网格定理和结构特性,并考虑多方匹配的特性和相关理论,最后展望了稳定匹配的

应用前景。稳定匹配有了较好的理论基础,但仍然存在许多亟待解决的问题,在应用领域有着宽阔的领域。
关键词:双边匹配;稳定匹配;匹配网格;多方匹配

中图分类号:C934;O29 文献标志码:A 文章编号:1672-6693(2015)04-0023-08

双边匹配是指在一个问题中,存在两个群体(即双边),其中一个群体中的一个或多个主体(或成员)与另一

个群体中的一个或多个主体(或成员)进行匹配的情形。双边匹配理论源自1960年9月10日《NewYorker》杂
志的一篇文章[1],文章介绍一名记者用了几周时间观察耶鲁大学本科招生办公室的运作情况。记者在最初观察

到:招生人员往往无法了解每个申请人同时申请的大学数量,也不知道他们所录用的学生中有多少人打算进入

耶鲁大学。这样导致的结果是:实际招收的新生人数要么是学校计划招收人数的一半,要么大大超出计划招收

人数范围,达到计划招收人数的两倍。文章还指出申请人也存在类似的情况:即使申请人对某些学校有着明确

的偏好,他也得让所有学校觉得他申请的就是首选。因为学校不可能把最热门的专业分给最不看重自己的申请

人,因此双方都有故意隐瞒信息的动机,这使得整个过程变为一场庞大的猜测博弈。
类似的问题还广泛存在于生活中,如婚姻匹配问题、住院医生分配问题、学生宿舍分配问题等[2]。在过去50

多年里,匹配问题吸引了许多学者的关注。
在匹配问题研究中,关于匹配的“稳定性”得到了许多关注,因为“稳定性”这个基本概念具有特殊的结构特

性,因此关于这个主题有相当多的文献,这些著作包括对组合和网格理论结构的纯数学研究、算法研究和对经济

问题的应用研究。此外,该主题一直非常活跃,涌现了许多成果。2012年,美国学者Roth和Shapley因为在稳

定匹配研究方面的成果获得了诺贝尔经济学奖。稳定匹配理论综合使用博弈论、机制设计理论和实验经济学等

方法,能够实现市场中供需双方高效、稳定的资源配置[3]。
为了加深对稳定匹配问题的认识并且寻找进一步研究方向,本文先对国内外研究现状进行了综述,然后对

稳定匹配的定义、起源和相关理论进行阐述,接着对当前研究应用领域按照主题进行了分类,最后在此基础上指

出该理论研究及应用的发展前景。

1研究发展现状

首先选用中国学术期刊网全文数据库(CNKI)数据库检索中文文献,以“稳定匹配”为主题,按照主题、题名

和关键词等检索方式对“稳定匹配”相关文献进行了检索,然后选择EBSCO和ScienceDirect检索英文文献,以
“stablematching”和“stablematchings”作为摘要、题名或关键词进行了检索。截止到2014年9月9日,检索到

与“稳定匹配”研究主题相关度较高的中文文献和英文文献分别是40篇和111篇。
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1.1国外理论研究现状

以“stablematching”或“stablematchings”为题名、关键词或摘要分别在EBSCO和ScienceDirect等数据库

中进行检索,然后对文章进行过滤筛选,找出相关性非常强的文章共计111篇。首先,从发表年份上看,1994年

及以前发表的只有18篇,其中比较有代表性的文献4~10篇[4-10];大部分为1995年之后发表的,其中2000年之

后发表的共计76篇,仅2007年就有10篇。由此可见,近10年来,稳定匹配越来越受到学者们的关注;其次,从
论文关注的主题分类来看,涉及到的主题大类共有9大类,具体分布如表1所示。

表1 稳定匹配国外研究主题分类

Tab.1 Thesubjectclassificationof
stablematchinginoverseas’research

主题 论文数/篇

Stablematching(s) 53
Nashequilibrium 18
Stablemarriage/marriageproblem 25
Matchingproblem 12
Economictheory 8
Economicliterature 6
Economicbehavior 5
Preferencelist 7
Roommateproblem 6
  说明:111篇文章中,部分文章主题有交叉,

故以上篇数相加之和不为111。

从表1中可以看到,围绕着稳定匹配的特性和算法的研究比

较多,为53篇,占将近50%,进一步选择主题为“stablematc-
hing”和“stablematchings”且时间是2010年到现在的文献进行

分析,主要有:LinCui等根据规模和循环偏好对网络服务的三方

(数据源、服务器和用户)建立匹配模型,并设计了求解算法,以获

得能尽量满足各方偏好的稳定匹配[11];KeisukeBando对工人与

公司的多对一匹配设计了一个改进的延迟接受算法,能找到一个

工人最优化的稳定匹配[12];MichaelSchwarz等针对目前主要研

究侧重于公司最优化或工人最优化的现象,定义了一个基于工资

的中间双边匹配[13];YoshiteruIshida等对婚姻问题进行制图,将
其复制到动态系统,研究其稳定平衡和稳定匹配网格等特性[14];

S.Kiselgof考虑了偏好为区间数的算法[15];EwaDrgas-Bur-
chardt等对婚姻匹配模型的稳定匹配数量的上界进行了研究[16];

TamásFleiner等对室友问题研究了一个有效的算法寻找其稳定

匹配[17]。
以上研究内容表明:越来越多的学者关注稳定匹配内在原理和实现机制。其他的研究涉及到纳什均衡、经

济学理论和行为、偏好分析等,在此不再赘述。

1.2我国理论研究现状

以“稳定匹配”为主题在中国期刊网(CNKI)数据库中进行检索,筛选掉相关性不大的一些文章后,整理得到

40篇文章。从发表年份看,在2000年之前的仅有一篇,其他的都是在2005年之后的,可见我国开始该项研究较

晚。另外,从2010年之后研究成果逐步增加,在2013年达到13篇,可见,稳定匹配理论研究和应用在我国越来

越受到重视。
吴伟良讨论了最小价格稳定匹配,展示了这个问题的数学模型,论证了它的最优解的存在,并提出了一个多

项式时间算法来计算它的最优解[18];张振华等研究了电子中介的稳定匹配问题[19-20];吴杰康等提出了根据各条

件因素值及其所占比率进行量化匹配的思想,并提出一种基于稳定匹配机制的网格任务调度算法(Stablematc-
hingmechanism,SMM)[21];刘永强等建立了针对稳定匹配结果的评价函数和评价规则,在此基础上提出了蚁群

算法求解此问题的思路及适合此类问题求解的蚂蚁状态转移策略和信息要素更新策略,同时给出算法步骤[22];
邹正兴等利用模糊数的相关性质对具有模糊收益的合作对策进行了研究[23]。

樊治平及其团队在运用稳定匹配理论解决多属性决策问题方面做了许多有价值的工作:樊治平等在多指标

双边匹配决策方法进行了研究,主要有:电子中介中具有多属性评价信息的商品交易匹配问题[24],电子采购中具

有语言评价信息的买方与卖方交易匹配问题[25],个体及协同因素下的员工与工作任务匹配问题[26],具有多种形

式信息的求职者与岗位双边匹配问题[27],组织中员工与岗位匹配的问题[28],风险投资商与风险企业的双边匹配

问题[29],知识服务中技术知识供给与需求的双边匹配问题[30],IT服务外包中的供给方与需求方的双边匹配决策

问题[31]等,在这基础上,提出了多指标双边匹配决策方法[32];乐琦等对基于偏好序信息的满意双边匹配决策方

法进行了研究:针对具有序值信息的双边匹配决策问题,提出一种求解方法[33],李铭洋等针对基于序值偏好信息

的一对多双边匹配问题,提出了一种决策方法[34];樊治平等针对双边主体给出偏好序值信息的双边匹配问题给

出了一种考虑稳定匹配条件的双边满意匹配决策方法[35]。
从以上文献综述可以看到:无论是国内还是国际,都越来越重视稳定匹配及其相关理论的研究,研究和应用

的领域都不断在扩展和深化,但仍然存在许多未解决的问题和未涉及的领域。
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2稳定匹配问题

在双边匹配问题中,匹配的稳定性对于解决实际问题有着重要意义。因此关于该领域的研究成果非常多。
以下先对稳定匹配的基本定义及相关定理进行说明。

假定有一组男人m 和一组女人w。相容mw 对的含义指m 和w 愿意匹配(或结婚)。可行匹配μ指每个m
和每个w 出现在一对一(如一夫一妻制)中的一组兼容对(m,w)。如果 mw 出现在μ 中,写作w=μ(m)或m=

μ(w)。进一步假定:每个m(w)对与其相容的异性成员有一个总偏好排序,写作w>mw′,表示相比w′,m 更偏

好w 而不是w′,m>wm′表示相比m′,w 更偏好m[36]。

2.1基本定义

如果一个男人m 和女人w 不是μ 匹配,但彼此倾向于对方作为自己的配偶,则匹配μ不稳定。在此情况

下,称mw 配对为阻碍对。如果没有阻碍对,则匹配稳定。用符号表示如下。
如果对于所有m 和w 而言,w>mμ(m)意味着μ(w)>wm,则称μ是稳定的。即:如果m 倾向于w 作为其配

偶,则w 也倾向于m 作为其配偶。
是否对任何偏好排序组都始终存在稳定匹配? Gale和Shapley给出了肯定回答,证明如何采用简单的“求

偶”算法进行推断,下文将进行介绍。

2.2相关定理

以上对稳定匹配给出了定义,下面对稳定匹配相关定理进行介绍。

2.2.1存在性定理 一个匹配问题始终存在稳定匹配。
证明 所有男人初始都被指定为未订婚。
步骤1:一个男人m 向其偏好排序中的第一个(相容)女人w 求婚,m 和w 现在指定为已订婚。
步骤2A:m 以外的一个男人m'向其偏好排序中的第一个女人w'求婚。
步骤2B:情况1,如果w′未订婚,则w′和m 变为已订婚状态;情况2,如果w′已订婚,即w=w′,则w 拒绝男

人m 或其偏好排序较低的m′,被拒绝的男人变为未订婚状态。
通常在任何阶段,如果所有男人已订婚或已被其所有相容配偶拒绝则停止,反之进入下一步。
步骤3A:一个未订婚男人m 向其排序最高的且在上一步中尚未拒绝他的女人w 求婚。
步骤3B:如果w 未订婚,则m 和w 变为已订婚状态。如果w 已经订婚,则拒绝其排序较低的m 或已订婚

的男人。被拒绝的男人变为未订婚状态。
以上关于稳定匹配的证明基于以下观察:m 向w 求婚后,要么(a)w 的情况更好,与更心仪的男人订婚,要么

(b)m 的情况更差,被w 拒绝(因为他的潜在结婚对象现在减少了),要么其他男人被拒绝。很明显,这种情况不

会一直持续,当所有未订婚男人被所有女人拒绝后,算法终止,最终匹配稳定。因为对女人w 来说,如果她喜欢

m 超过她现在的伴侣,意味着w 在之前拒绝过m,而亲睐其他人m′,她对最终伴侣(如果有)的喜欢仍高于m′。
因此,她目前的伴侣是她最喜欢的,不可能存在“喜欢m 超过她现在的伴侣”的情形。 证毕

最简单的2乘2例子说明:可能存在不止一个稳定匹配。求偶算法的结果是否取决于男人求婚的顺序? 显

然女人进行求婚的过程也会给出一个稳定匹配。这个问题在Gale和Shapley的第二个研究中得到解决[2]。

2.2.2第一最优性定理 在以上求偶算法中获得的匹配是所有稳定匹配中的m 最大化,即任何男人都不倾向于

其他稳定匹配。
证明 假定存在一个稳定匹配μ使m 获得更好状况,则他必须与算法某个步骤中拒绝过他的某个女人w

匹配,而女人w 对他的偏好高于μ 匹配的m,为m′,但是m′也必须在μ 下获得更好状况,否则,m′和w 将构成阻

碍对,导致之前的稳定匹配不成立,因此m'必须与以前拒绝他而选择m″的w′构成μ 匹配,以此类推下去,过程将

永不结束,成为矛盾。 证毕

推论1 求偶算法获得的匹配与男人求婚的顺序无关。
考虑到最优性定理,笔者将求偶算法获得的匹配称为M-最优匹配。

2.3实现机制[3]

如何得到一个匹配问题的稳定匹配是在实际应用非常重要的问题,Shapley等先后提出两种实现机制,即

DeferredAcceptance和TopTradingCycle,一般翻译为:延迟接受机制和首位交易循环机制。
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2.3.1Deferredacceptance(延迟接受机制) 延迟接受机制是一种多次重复的迭代算法,可应用于多个领域。

1962年,Gale和Shapley首次提出“延迟接受”机制,将其应用于高校招生和婚姻问题分析。
下面以婚姻问题为例说明该机制的执行方式。
基本模型构建:参与双方是男人和女人,分别标记为:M={m1,m2,…,mn}和W={w1,w2,…,wn}。
假设实行一夫一妻制,即一对一匹配,并且双方人数相等。假设任一男人对n个女人都有明确的偏好排序,

同时任一女人对n个男人也都有明确的偏好排序。“延迟接受”机制要解决的问题是:让每个男人都能选到最喜

欢的(即偏好的)女人,同时让每个女人都能找到最喜欢的(即偏好的)男人。
该机制包括多个步骤,每步中都包括两个小步骤:
第1-1步:每个男人分别向其最喜欢的(即最偏好的)女人提出求婚;
第1-2步:每个女人从向她求婚的男人中,暂时接受最喜欢的那个男人;如果对所有向她求婚的男人都不喜

欢,则可以全部拒绝;
第2-1步:所有在上一次未找到对象的男人再在其他女人(即排除已经求过婚但被拒绝的女人)中寻找最喜

欢的女人提出求婚;
第2-2步:每个女人将上一步暂时接受的男人和新向其求婚的男人进行对比,暂时接受其更喜欢的男人;如

果仍然不喜欢任何求婚的男人,仍可全部拒绝;
重复进行以上步骤,直到没有男人继续提出求婚时,该过程结束,此时得到的匹配结果即为最终匹配结果。
该机制之所以被称作“延迟接受”机制,是因为在该过程结束之前,男人和女人之间的匹配结果都是暂时的,

已经被某个女人接受的男人仍有可能被下一个她更喜欢的男人替代,而只有在过程结束了得到的匹配结果才能

被实际执行。

2.3.2Toptradingcycle(首位交易循环) 延迟接受机制需要耗费的时间较长。1974年,Shapley和Scarf首次

提出首位交易循环机制。该机制更适合使用在单边(One-sided)交易市场,与延迟接受机制相比,该机制更能够

提高匹配效率。
仍以上述婚姻匹配模型为例说明首位交易循环机制运作方式。
第1步:每个男人都列出其最喜欢的女人,同时每个女人也列出其最喜欢的男人,会出现这样的情况:m1→

w1→m2→w2→…→m1,即起点和终点是同一个男人,称这种情况为闭合循环。循环中的所有男人与其最喜欢的

女人匹配,已获得匹配的男人和女人都退出该机制;
第2步:未获得匹配的每个男人在剩余的女人中列出其最喜欢的女人,同时未获得匹配的每个女人也在剩

余的男人中列出其最喜欢的男人,结果是至少存在一个闭合循环,如同上一步骤,在该循环中的男人与其中意的

女人匹配,获得匹配的男人、女人退出。
重复进行以上步骤,当所有女人都获得匹配,该过程结束。与延迟接受机制不同,在每一步中,一旦匹配成

功,结果就会被执行,这样匹配效率就大大提高。
该机制之所以称为“首位交易循环”机制,是因为双方在任一步骤中都选择最偏好的对方,且总是存在闭合

循环。

3匹配网格(Lattice)

在以上第一最优性定理提出:男人的所有匹配集存在一个自然偏序,女人的匹配集存在另一个自然偏序。
即如果对一些m 存在μ(m)>mv(m)而对任何m 都不存在v(m)>mμ(m),则称为μ>mv。

换句话说,每个男人在μ匹配下至少和在v 匹配下的状况一样好,用符号>w 表示。稳定匹配的下一个重要

结构特性———网格定理,是基于JohnConway的研究提出的[37]。

3.1网格定理

KnuthD.E于1976年提出在婚姻匹配问题中,男人集合和女人集合产生的匹配中,有限的分布网格是不是

就是稳定匹配集合[38]?Blair发现每个分配网格与婚姻问题的稳定匹配网格是同构的[39-40]。
稳定匹配的网格定理可表述为:

1)按>W 或>M 得到的稳定匹配顺序集称为网格。因此,如果μ和v 稳定,则将每个m 与其首选配偶μ(m)
或v(m)匹配也属于稳定匹配。
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2)M 网格与W 网格相反,即如果μ>Mv 则v>wμ。

3.2匹配网格特性

一般情况下,无法让所有男人和女人获得满意的匹配。情况1:男人和女人数量不等,这一点是显然的;情况

2:男人女人数量相等,因为缺乏足够多的相容对,所以仍然存在不能获得匹配的男人和女人。一般不存在以下

这种情况:某人在一个匹配下匹配,在其他匹配下不匹配。

Gale和Sotomayor提出的匹配网格的其他特性如下[41]:

1)不变性定理:在一个稳定匹配中匹配的男人或女人在所有稳定匹配中匹配。

2)比较静态定理:如果一个新的男人(女人)进入市场,则任何女人(男人)在 M 或W 最优匹配中状况都不

会更差。第一最优性定理提到,不存在令所有男人状况都更好的稳定匹配。

3)第二最优性定理:不存在令所有男人(严格意义上)的状况都好于μM 状况下的匹配。可以用求偶算法对

该事实进行快速证明。即:假定存在令所有男人状况更好的匹配,则他们都必须匹配一个在算法中拒绝过他们

的女人。因此,所有男人都必须在μ下匹配,因为如果任何男人是单身,则无法在不取代另一个状况将变差的男

人的情况下与一个拒绝他的女人匹配。因此,在女人w'收到第一个求婚时,算法终止。但这意味着w'还没有拒

绝任何人,因此已拒绝的女人数量小于男人数量,提出的匹配不成立。应指出一点,此结果也是严密的。

4多方匹配

前面提到过,稳定匹配算法一直用于将医学院毕业生分配给医院。但是,在早期,它没有用于学生选大学情

况,没有应用该算法的实际理由很多,其中一个重要原因在于排名排序对医学院学生这样的情况合理,但不适合

大学招生情况。通常,大学对入学班级的整体组成感兴趣,尤其关注性别平衡、地理分布以及尤其最近以来的种

族“多样化”等问题。下面的简单示例显示,经典模型无法处理此类问题。
示例:具有两个名额的大学C希望招收一个男学生和一个女学生,申请人有4个:m,w,m′和w′。C 的第一

选择是mw 对,但如果m 不可入学,则选择为m′w,如果w 不可入学,则选择为 mw′。在经典案例中,C 将被迫

在m′和w′之间显示出偏好,而无论偏好哪一方,都与上面介绍的选择不一致。为了方便后面的使用,用下列符

号表示上面的情况:mwm′w′→mw;wm′w′→wm′;mm′w′→ mw′。
因此如果T 是S 的子集,写作S→T,这意味着如果S 可用,将选择T。用c表示选择函数,S→T 相当于

c(S)=T。
显示性偏好指选择函数给出的偏好,即如果c(S)=T,则T 显示出比可能选择的S 的任何其他子集T'更受

偏好。显示性偏好给出的子集排序是招生问题的合理排序,即:在协商的每个阶段,大学选择向仍可入学的学生

的某个子集提供入学资格;相对称的,学生在仍未拒绝他的大学中选择继续申请的大学。
排序子集必须满足显示性偏好条件。即若某大学具有q个名额,申请该学校的学生集合S 中人数大于q,

c(S)由S中的q个排名最高的学生组成,否则c(S)=S。
另外一个更具代表性的例子是公司雇佣工人。如果允许一个工人被多个公司雇用,将得到一般多方匹配模

型。在此模型中,假定工人和公司按显示性偏好排序其选择集合。Blair推出此类模型[39-40]。他在对c函数选择

了合适条件下证明:婚姻匹配模型的许多结构特性可以转移到多方匹配情况。特别地,他证明稳定匹配集合构

成网格,但他的并集运算不像婚姻问题的并集。此外,他获得的网格不可分配。Alkan最近的一些工作证明,在
选择函数上增加一个额外且相当合理的条件,可以获得具有正常并集定义的完全可分配网格[42]。

5理论应用及发展前景

5.1理论应用

稳定匹配是先有实践后有理论的,最早的实践是1952年美国开展的全美住院医师匹配项目。现在该理论

已逐渐应用到多个领域。如住院医师匹配、学生择校匹配、肾脏配对捐献等。最早应用该理论的是美国,同时该

理论在加拿大、英国、韩国、荷兰、我国香港地区等都有应用[3]。
近年来,稳定匹配理论的应用研究主要有美国医学院毕业生与实习医院相匹配的现实问题[8]、人力资源管

理领域[26-28]、学生选课[43]、动态联盟利益分配[44-46]、IT服务领域[31]和电子商务[24-25]等多方面,但在医院资源管

理方面的应用尚未发现。
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5.2发展前景

理论研究方面,从第1部分的研究现状综述上看,越来越多的学者关注稳定匹配内在原理和实现机制,以及

将稳定匹配与经济学、组织或个人行为、偏好分析等理论相结合进行研究。
应用方面,稳定匹配理论可操作性强,无论在宏观还是微观市场都有着应用潜力。在我国以下领域,该理论

可能发挥较好的作用[3]:1)教育领域,如高考录取、高校排课、中小学择校等;2)就业领域,如公司员工招聘、高校

教师招聘、医院医生招聘、第三方人力资源公司人才招募与推荐等;3)医疗领域,如专家预约、医技资源分配、器
官移植、手术排程等;4)科研领域,如项目与研究团队的匹配等,重点是改进公共科研资源配置效率;5)政府部门

资源调配与人力资源管理,如干部选拔和任用领域,如公务员招录等。
从理论上来说,稳定匹配具有很好的操作性和简洁的过程,但应用到实际领域还需要政策支持与管理水平

的提高。如果能够解决这些问题,稳定匹配理论可以发挥更大的作用。
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Abstract:Therearemanytwo-sidedmatchingdecisionmakingproblemsineconomicsandmanagementarea,andthestabilityof
matchingisveryimportanttodecisionmaking.Inordertounderstandtheessence,originandstateoftheartofstablematchingthe-
ory,andapplythetheorytothecurrentresearchproblems,wecollectandorganizerelevantliterature,basedonit;weanalyzeand
reviewtheliterature.Firstly,thecurrenttheorystudiesandapplicationstudieshavebeensummarized,theoriginoftwo-sidedmatc-
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