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一致凸Banach空间中α-非扩张映象的强收敛定理
*

谭 军,向长合

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:设C是一致凸Banach空间中的非空闭凸子集,T:C→C 是具有不动点的半紧α-非扩张映象,其中α<1。任取一点

x0∈C,{xn}是由xn+1=(1-αn-βn)xn+αnTyn+βnun,yn=(1-γn-δn)xn+γnTxn+δnvn,n=0,1,2,…定义的带误差的

Ishikawa迭代序列,其中0<A≤αn≤B<12
,0≤γn≤γ<1,n=0,1,2,…,∑

∞

n=0
βn < ∞,∑

∞

n=0
δn < ∞ ,u{ }n 和 v{ }n 是C 中的

有界点列。本文证明了{xn}强收敛于T 的某一不动点。
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众所周知,非扩张映象是一类非常重要的非线性映象。1965年,Browder在文献[1]中证明了一致凸Banach
空间中的非空有界闭凸子集上的非扩张自映象一定存在不动点。近20年来,人们在不同空间中对非扩张映象

不动点的各种迭代逼近进行了研究,得到了大量的收敛性定理[2-4]。
2011年,Aoyama和Kohsaka在文献[5]中引入了α-非扩张映象,并在一致凸Banach空间中建立了α-非扩

张映象不动点的存在性定理。由于α-非扩张映象是对非扩张映象的真推广,因此该定理是对文献[1]中结果的

真推广。但是,关于α-非扩张映象不动点的迭代收敛性定理,目前尚未见任何结果。
下面在一致凸Banach空间中对迭代参数的适当限制条件下,证明带误差的Ishikawa迭代序列强收敛于具

有不动点的半紧α-非扩张映象的某一不动点。

1预备知识

定义1[2] 设E 是Banach空间,称E 是一致凸的,若任给ε∈(0,2],存在δ=δ(ε)>0,对于任何x,y∈E,当
x ≤1,y ≤1且 x-y ≥ε时,有 x+y ≤2-δ。

定义2[5] 设E 是Banach空间,C是E 中的非空子集,α是实数并且α<1。称映象T:C→E 为α-非扩张映

象,如果满足

Tx-Ty 2≤α Tx-y 2+αx-Ty 2+(1-2α)x-y 2,∀x,y∈C。 (1)
显然,非扩张映象是0-非扩张映象,文献[5]中的实例显示α-非扩张映象不一定连续,从而α-非扩张映象是

非扩张映象的真推广。
定理1[5] 设E 是一致凸Banach空间,C 是E 的非空闭凸子集,T:C→C 为α-非扩张映象,α<1。那么,T

的不动点集F(T)非空当且仅当存在x∈C,使得 Tn{ }x 有界。
定义3[6] 设C是实Banach空间E 中的非空凸子集,T 是从C 到C 的映象,x0∈C,{xn}是由:

xn+1=(1-αn-βn)xn+αnTyn+βnun,

yn=(1-γn-δn)xn+γnTxn+δnvn,n≥0{ 。
(2)

定义的迭代序列,其中 u{ }n 和 v{ }n 是C 中的有界点列,{αn},{βn},{γn},{δn}⊂[0,1]并满足

αn+βn≤1,γn+δn≤1,n=0,1,2,… (3)
则{xn}称为带误差的Ishikawa迭代序列。特别地,若βn=δn=0(n≥0),则{xn}称为Ishikawa迭代序列,若

βn=γn=δn=0(n≥0),则{xn}称为 Mann迭代序列。
引理1 设E 是Banach空间,C是E 中的非空凸子集,T:C→C是不动点集F(T)非空的α-非扩张映象,其
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中α<1。任取一点x0∈C,{xn}是由(2)式定义的带误差的Ishikawa迭代序列,且∑
∞

n=0
βn < ∞,∑

∞

n=0
δn < ∞ ,则

{xn}有界。
证明 由于F(T)非空,任取q∈F(T),对所有z∈C,由(1)式,得

Tz-q 2= Tz-Tq 2≤α Tz-q 2+αq-z 2+(1-2α)z-q 2,
即(1-α)Tz-q 2≤(1-α)z-q 2。由α<1,得:

Tz-q ≤ z-q ,∀q∈F(T),∀z∈C, (4)
由(2)、(3)和(4)式,对任给的n=0,1,2,…,有:

xn+1-q = (1-αn-βn)xn+αnTyn+βnun-q = (1-αn-βn)(xn-q)+αn(Tyn-q)+βn(un-q)≤
(1-αn-βn)xn-q +αn Tyn-q +βn un-q ≤(1-αn-βn)xn-q +αn yn-q +βn un-q , (5)
yn-q = (1-γn-δn)xn+γnTxn+δnvn-q = (1-γn-δn)(xn-q)+γn(Txn-q)+δn(vn-q)≤

(1-γn-δn)xn-q +γn Txn-q +δn vn-q ≤
(1-γn-δn)xn-q +γn xn-q +δn vn-q =(1-δn)xn-q +δn vn-q , (6)

将(6)式代入(5)式,得
xn+1-q ≤(1-αn-βn)xn-q +αn (1-δn)xn-q +δn vn-[ ]q +βn un-q =
(1-βn-αnδn)xn-q +αnδn vn-q +βn un-q ≤ xn-q +mn,n=0,1,2,…, (7)

其中

mn=δnvn-q+βnun-q,n=0,1,2,…, (8)

由于∑
∞

n=0
δn < ∞,∑

∞

n=0
βn < ∞ ,且 u{ }n 和 v{ }n 是C 中的有界点列,从而

∑
∞

n=0
mn < ∞ , (9)

由(7)、(9)式,对任给的n=0,1,2,…,有 xn+1-q ≤ x0-q +m0+m1+…+mn≤ x0-q +∑
∞

k=0
mk<∞,

从而{xn}有界。 证毕

定义4[7] 设C 是Banach空间的闭子集,映象T:C→C 称为半紧的。如果对C 中的满足 xn-Txn →0
(n→∞)的有界点列{xn},均存在强收敛的子列。

2主要结果

定理2 设E 是一致凸Banach空间,C是E 中的非空闭凸子集,T:C→C是不动点集F(T)非空的半紧α-非

扩张映象,其中α<1。任取一点x0∈C,{xn}是由(2)式定义的带误差的Ishikawa迭代序列,其中0<A≤

αn≤B<12
,0≤γn≤γ<1,n=0,1,2,…,∑

∞

n=0
βn < ∞,∑

∞

n=0
δn < ∞ ,则{xn}强收敛于T 的某一不动点。

证明 首先,证明

lim
n→∞

xn-Tyn =0, (10)

若不然,则存在子列{nk}及常数ε0>0,使得

xnk-Tynk ≥ε0,k=1,2,…, (11)
由于F(T)非空,任取q∈F(T),由(2)、(3)和(4)式,得
xnk-Tynk ≤ xnk-q + Tynk-q ≤ xnk-q + ynk-q = xnk-q + (1-γnk-δnk

)xnk+γnkTxnk+δnkvnk-q =
xnk-q + (1-γnk-δnk

)(xnk-q)+γnk
(Txnk-q)+δnk

(vnk-q)≤ xnk-q +(1-γnk-δnk
)xnk-q +

γnk Txnk-q +δnk vnk-q ≤ xnk-q +(1-γnk-δnk
)xnk-q +γnk xnk-q +δnk vnk-q =

(2-δnk
)xnk-q +δnk vnk-q ≤2xnk-q +wnk

,k=1,2,… (12)

其中wnk=δnk vnk-q 。由于{vnk
}∞k=1有界,∑

∞

k=1
δnk <∞,从而∑

∞

k=1
wnk <∞,limk→∞

wnk =0,存在正整数k0,当k≥k0

时,wnk≤
1
2ε0
。由(11)、(12)式,当k≥k0 时,有

xnk-q ≥12 Tynk-xnk -wn( )
k ≥

1
4ε0=ε1>0

, (13)

再由(1)、(3)和(4)式,得
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Tynk-q ≤ ynk-q = (1-γnk-δnk
)xnk+γnkTxnk+δnkvnk-q =

(1-γnk-δnk
)(xnk-q)+γnk

(Txnk-q)+δnk
(vnk-q)≤(1-γnk-δnk

)xnk-q +γnk Txnk-q +δnk vnk-q ≤
(1-γnk-δnk

)xnk-q +γnk xnk-q +δnk vnk-q =(1-δnk
)xnk-q +δnk vnk-q ≤ xnk-q +wnk

,

从而,有 xnk-q
xnk-q +wnk

≤1,
Tynk-q

xnk-q +wnk

≤1,k=1,2,…,由定义3和引理1,{vn}和{xn}有界,存在常数

M>0,使得 xnk-q + wnk = xnk-q +δnk vnk-q ≤ xnk-q + vnk-q ≤M ,k=1,2,…,由此及(11)式,得
xnk-q

xnk-q +wnk
-

Tynk-q
xnk-q +wnk

=
xnk-Tynk

xnk-q +wnk
≥ε0M

,k=1,2,…。

由于E 是一致凸Banach空间,由定义1,存在δ=δε0æ

è
ç

ö

ø
÷

M >0,使得
Tynk-q

xnk-q +wnk
+

xnk-q
xnk-q +wnk

≤2-δ,k=

1,2,…,即
(Tynk-q)+(xnk-q)≤ xnk-q +wn( )

k
(2-δ),k=1,2,…, (14)

由于αnk≤B<
1
2

且lim
k→∞

βnk=0,存在正整数k1≥k0,当k≥k1 时,有2αnk+βnk≤2B+βnk≤1,由此及(2)式,当k≥k1

时,有
xnk+1-q = (1-αnk-βnk

)xnk+αnkTynk+βnkunk-q =
(1-2αnk-βnk

)(xnk-q)+αnk
(Tynk-q)+αnk

(xnk-q)+βnk
(unk-q)≤

(1-2αnk-βnk
)xnk-q +αnk

(Tynk-q)+(xnk-q)+βnk unk-q ,

将(14)式代入上式,并注意到0<A≤αnk≤B<
1
2

及(8)式和(13)式,当k≥k1 时,有

xnk+1-q ≤(1-2αnk-βnk
)xnk-q +αnk xnk-q +wn( )

k
(2-δ)+βnk unk-q ≤

(1-βnk
)xnk-q -δαnk xnk-q +2αnkwnk+βnk unk-q ≤

xnk-q -δAε1+δnk vnk-q +βnk unk-q = xnk-q -δAε1+mnk
, (15)

由(15)和(7)式,当k≥k1 时,有
xnk+1-q ≤ xnk-q -δAε1+mnk≤ xnk-1-q +mnk-1-δAε1+mnk≤…≤

xnk-1+1-q +mnk-1+1+mnk-1+2+…+mnk-1-δAε1+mnk≤
xnk-1-q -2δAε1+mnk-1+mnk-1+1+…+mnk≤ xnk-2-q -3δAε1+mnk-2+mnk-2+1+…+mnk≤…≤

xnk1
-q -(k-k1+1)δAε1+∑

nk

n=nk1

mn ≤ xnk1
-q -(k-k1+1)δAε1+∑

∞

n=nk1

mn ,

由此及(9)式,当k充分大时,有 xnk+1-q <0,矛盾。从而(10)式成立。
然后,证明

lim
n→∞

xn-Txn =0。 (16)

由于 xn-Txn = xn-Tyn+Tyn-Txn ≤ xn-Tyn + Tyn-Txn ,由(1)、(2)式,得
xn-Txn - xn-Ty( )n

2≤ Tyn-Txn
2≤αyn-Txn

2+αxn-Tyn
2+(1-2α)yn-xn

2=
α (1-γn-δn)xn+γnTxn+δnvn-Txn

2+αxn-Tyn
2+(1-2α)(1-γn-δn)xn+γnTxn+δnvn-xn

2=
α (1-γn)(xn-Txn)-δn(xn-vn)2+αxn-Tyn

2+(1-2α)γn(Txn-xn)+δn(vn-xn)2,
将上式左边展开,右边利用三角不等式放大并整理,得

xn-Txn
2-2xn-Txn · xn-Tyn + xn-Tyn

2≤[α(1-γn)2+(1-2α)γ2n]xn-Txn
2+αxn-Tyn

2+
2[α+(1-3α)γn]δn xn-Txn · vn-xn +(1-α)δ2n vn-xn

2,
移项并整理,有

{1-α+γn[2α-(1-α)γn]}xn-Txn
2≤2xn-Txn · xn-Tyn +

(α-1)xn-Tyn
2+(1-α)δ2n vn-xn

2+2[α+(1-3α)γn]δn xn-Txn · vn-xn , (17)
由于 xn-Txn ≤ xn-q + q-Txn ≤2xn-q ,由引理1,{xn}有界,从而{xn-Txn}有界,即存在常数

M1>0,任给正整数n,有 xn-Txn ≤M1。注意到0≤γn≤γ<1,从而

1-α+γn[2α-(1-α)γn]=(1-α)(1-γ2n)+2αγn≥(1-α)(1-γ2)>0。
由(17)式,得 (1-α)(1-γ2)xn-Txn

2≤
2M1· xn-Tyn +(α-1)xn-Tyn

2+(1-α)δ2n vn-xn
2+2[α+(1-3α)γn]δnM1· vn-xn 。

由于{xn}和{vn}有界,再结合(10)式及lim
n→∞

δn=0,得(1-α)(1-γ2)limsup
n→∞

xn-Txn
2≤0,即lim

n→∞
xn-Txn =0,从
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而(16)式成立。
由于T 半紧,{xn}有界并且lim

n→∞
xn-Txn =0,根据定义4,{xn}有强收敛的子列{xnk

},设lim
k→∞

xnk=q,则

lim
k→∞

Txnk=q,下面证明q是T 的不动点。

q-Tq 2≤ q-Txnk + Txnk-T( )q 2= q-Txnk
2+2q-Txnk

· Txnk-Tq + Txnk-Tq
2≤

q-Txnk
2+2q-Txnk

· Txnk-Tq +α Txnk-q
2+αxnk-Tq

2+(1-2α)xnk-q
2,

让k→∞,在上式两端取极限,得 q-Tq 2≤αq-Tq 2。由于α<1,从而,q=Tq,即q是T 的不动点。

最后,证明lim
n→∞

xn=q。由(9)式及lim
k→∞

xnk=q,对任意给定的ε>0,存在正整数 N,使得 xN-q <12ε
,且

∑
∞

i=N
mi<ε

2
,由(7)式,当n>N 时,有 xn -q ≤ xn-1-q +mn-1 ≤ … ≤ xN -q +∑

∞

i=N
mi <ε,从而

lim
n→∞

xn-q =0。 证毕

定理3 设E 是一致凸Banach空间,C是E 中的非空有界闭凸子集,T:C→C 是半紧α-非扩张映象,其中

α<1。任取一点x0∈C,{xn}是由(2)式定义的带误差的Ishikawa迭代序列,其中0<A≤αn≤B<12
,0≤γn≤γ<1,

n=0,1,2,…,∑
∞

n=0
βn < ∞,∑

∞

n=0
δn < ∞ ,则{xn}强收敛于T 的某一不动点。

证明 由于C非空有界,由定理1,T 的不动点集F(T)非空。由定理2知定理3成立。 证毕

注 由于Ishikawa迭代序列和 Mann迭代序列都是带误差的Ishikawa迭代序列的特例,因此,本文的结果

对Ishikawa迭代序列和 Mann迭代序列都是成立的。
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StrongConvergenceTheoremsforα-nonexpansiveMappinginUniformlyConvexBanachSpaces

TANJun,XIANGChanghe
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:LetCbeanonemptyclosedconvexsubsetofauniformlyconvexBanachspace,andletT:C→Cbeasemi-compactα-non-
expansivemappingwithfixedpoints,whereα<1.Forgivenx0≥C,supposethatthesequence{xn}istheIshikawaiterativese-
quencewitherrorsdefinedbyxn+1=(1-αn-βn)xn+αnTyn+βnun,yn=(1-γn-δn)xn+γnTxn+δnvn,n=0,1,2,…,where0<

A≤αn≤B<12
,0≤γn≤γ<1,n=0,1,2,…,∑

∞

n=0
βn < ∞,∑

∞

n=0
δn < ∞ ,u{ }n and v{ }n aretwoboundedsequencesinC.Itisproved

thatthesequence{xn}stronglyconvergestoafixedpointofT.
Keywords:fixedpoint;α-nonexpansivemapping;semi-compact;uniformlyconvexBanachspace;Ishikawaiterativesequence
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