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时间分数阶粘弹性方程的有限差分方法
*
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摘要:粘弹性方程utt-Δut-Δu=φ(x,t)能描述震动在粘弹性介质中的传播。首先对一类含Caputo型的时间分数阶粘

弹性方程给出一种有限差分格式,讨论它的差分解的存在唯一性;然后利用能量范数证明了该差分格式的稳定性和收敛

性;最后通过数值实验1说明在不同空间及时间步长取值下,数值解越接近精确解,也即该格式是有效的。
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在地震波传播理论的讨论中,绝大部分情况下是把地震波看成弹性波。但由于介质的粘滞性会损耗地震能

量,使振幅衰减且频率降低,使得地震波在真实介质中传播与在理想介质中传播存在很大的误差,所以研究地震

波在粘弹性介质中传播的性质具有重要意义[1-2]。
粘弹性方程

utt-Δut-Δu=φx,( )t (1)
能描述由震动产生的波在粘弹性介质中的传播等问题,粘弹性方程不仅在地震勘探中十分重要[3-4],而且可以用

来描述具有记忆性材料中的热传导、核反应动力学、粘弹性力学、生物力学、松散介质中的压力等实际问题[5]。
然而当实际问题的计算域不规则或问题本身比较复杂时,要求出其解析解即精确解却是很困难的,有效的方法

是求其数值解。为此,许多学者对整数阶的粘弹性方程的数值解进行了大量的研究[6-10]。
由于粘弹性体对应力的响应兼有弹性固体和粘性流体的双重特性,所以利用分数阶导数来描述粘弹性材料

显得非常自然。遗憾的是,对于分数阶粘弹性方程的数值解的研究却无人问津。在一维情形下将(1)式中对时

间的二阶导数用Caputo型分数阶导数进行替换,考虑如下方程:

C
0Dα

tux,( )t -∂
3ux,( )t
∂x2∂t -∂

2ux,( )t
∂x2 =φx,( )t ,x,( )t ∈ 0,( )L × 0,( )T , (2)

u0,( )t =uL,( )t =0,t∈ 0,( )T , (3)
ux,( )0 =f( )x ,ut x,( )0 =g( )x ,x∈ 0,( )L , (4)

其中1<α<2,φx,( )t ,f( )x ,g( )x 是给定函数。CaDα
t 表示Caputo型分数阶微分算子,定义为:

C
aDα

tux,( )t = 1
Γn-( )α∫

t

0

∂nux,( )ξ
∂ξn

dξ
t-( )ξ α-n+1,n-1<α<n。 (5)

下面将利用差分法[11-14]对方程(2)~(4)提出一个隐式差分格式,分析差分格式的可解性,证明差分格式的

稳定性,再对差分解的收敛性进行分析并给出收敛阶,最后用数值试验对此格式进行有效性验证。

1差分格式的建立及其差分解的存在唯一性分析

将区域 0,[ ]L ×[0,T]进行网格剖分,令h=L
m

为空间步长,τ=T
n

为时间步长,则有xi=ih,tj=jτ

i=0,1,2,…,m;j=0,1,2,…,( )n 。用uj
i 表示ux,( )t 在 xi,t( )j 点的近似值。下面对方程(2)~(4)进行离散。

首先,对于时间分数阶导数C
aDα

tux,( )t ,1<α<2,由Caputo导数C
aDα

tux,( )t 定义(5)式,按参考文献[15]的方

法给出时间分数阶导数的一种差分近似:
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tuxi,tj+( )1 ≈ τ-α

Γ 3-( )α b0uj+1[ i + b1-2b( )0 uj
i+∑

j-1

k=1
bk+1-2bk+bk-( )1 uj-k

i + -bj+bj-( )1 fi-τbjg ]i ,(6)

其中bk=k( )+1 2-α-k2-α,k=0,1,2,…,n。
从而,得到方程(2)式的一种隐式差分近似:
当j=0时,有

-τ+1h2 u1i-1+ τ1-α
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é

ë
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当j=1,2,…,n时,有
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i 。 (8)

其中ck=- τ1-α
Γ3-( )α bk+1-2bk+bk( )-1 ,k=1,2,…,j-1,cj= τ1-α

Γ3-( )α bj-bj( )-1 。令Uk= uk
1,uk

2,…,uk
m( )-1

T,

Φk= φk
1,φk

2,…,φk
m( )-1

T,k=0,1,2,…,G= g1,g2,…,gm( )-1
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则方程(7)、(8)式可写成:

AU1=BU0- τ2-α
Γ3-( )αG+τΦ1, (9)

AUj+1=CUj+∑
j-1

k=1
ckUj-k+cjU0+ τ2-αbj

Γ3-( )α G+τΦj+1 。 (10)

对于矩阵A,由于其主对角线上的元素aii= τ1-α
Γ3-( )α +2τ+( )1

h2 >∑
j≠i

aij ,i=1,2,…,m-1,所以矩阵A为

严格对角占优矩阵,于是有以下定理。

定理1 差分方程组(9)、(10)式的系数矩阵A 为严格对角占优矩阵,A ≠0,方程组(9)、(10)式是唯一可

解的,即方程组(7)、(8)式是唯一可解。

2差分格式的稳定性

下 面 假 设 Vj
i i=0,1,2,…,m;j=0,1,2,…,( )n 是 方 程 (7)、(8)式 的 近 似 解,则 误 差 εj

i =Vj
i -uj

i

i=0,1,2,…,m;j=0,1,2,…,( )n 将满足:
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-τ+1h2εj+1
i-1+ τ1-α

Γ3-( )α +2τ( )+1
h

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 εj+1
i -τ+1h2εj+1

i+1=

-1h2ε
j
i-1+ 2

h2+τ1-α 2-b( )1

Γ3-( )

é

ë
êê

ù

û
úúα εj

i-1h2ε
j
i+1+∑

j-1

k=1
ckεj-k
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令Ek=εk
1,εk

2,…,εk
m( )-1

T,则方程组(11)、(12)式可化为:

AE1=BE0 (13)

AEj+1=CEj+c1Ej-1+…+cj-1E1+cjE0 (14)

通过数学归纳法可得下面结果。

定理2 Ej
∞≤ E0

∞,j=1,2,3,…。

证明 当j=1时,有
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即有 Ej
∞≤ E0

∞,j=1,2,3,…。 证毕

于是可得定理3。

定理3 隐式格式(7)、(8)式是无条件稳定的。

3差分解的收敛性

令uxi,t( )j ,i=1,2,…,m-1;j=1,2,…,n 是方程(2)~(4)式在格点 xi,t( )j 处的精确值,则在格点

xi,t( )j 处的误差为e0i=0,i=1,2,…,m-1;ej
i=u xi,t( )j -uj

i,i=1,2,…,m-1;j=1,2,…,n。令ej=

ej
1,ej

2,…,ej
m( )-1

T,因为e0=0,由(7)、(8)式得:

-τ+1h2e1i-1+ 2τ( )+1
h2 + τ1-α

Γ3-( )
æ

è
ç
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ø
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α e1i-τ+1h2e1i+1=R1
i, (15)

-τ+1h2ej+1
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h2 - τ1-α
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æ

è
ç
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ø
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α ej+1
i -τ+1h2ej+1

i+1=

-1h2e
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h2+τ1-α 2-b( )1
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é

ë
êê

ù

û
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i-1h2e
j
i+1+∑

j-1

k=1
ckej-k

i +Rj+1
i ,k>0,i=1,2,…,m-1。 (16)

其中Rj
i=Oτ+h( )2 为截断误差,i=1,2,…,m-1;j=1,2,…,n。

令Rj= Rj
1,Rj

2,…,Rj
m( )-1

T,由于ej
0=ej

m=0,(15)、(16)式可写成

Ae1=R1, (17)

Aej+1=Cej+∑
j-1

k=1
ckej-k+Rj+1,j=1,2,…,n-1。 (18)

因为Rj
i=Oτ+h( )2 ,所以 Rj

2= m-1·Oτ+h( )2 ,j=1,2,…,n-1。

又矩阵A严格对角占优矩阵,所以A-1存在,(17)、(18)式又可化为:

e1=A-1R1, (19)

ej+1=A-1Cej+∑
j-1

k=1
ckA-1ej-k+A-1Rj+1,j=1,2,…,n-1。 (20)

所以

e1 2= A-1R1 2≤ A-1
2 R1 2=C·τ+h( )2 。 (21)

假设当k≤j时,有 ek
2≤C·τ+h( )2 ,则

ej+1
2= A-1Cej+∑

j-1

k=1
ckA-1ej-k+A-1Rj+1

2 ≤∑
j-1

k=0
A-1

2 C 2 ej-k
2+ A-1

2 Rj+1
2 ≤

c·τ+h( )2 ,j=1,2,…,n-1, (22)

其中c为正常数。所以有定理4。

定理4 设uj
i 是通过差分格式(7)、(8)式计算出来的uxi,t( )j 近似值,则存在正常数c,使得

uj
i-uxi,t( )j ≤cτ+h( )2 ,i=1,2,…,m-1,j=1,2,…,n。

即差分格式(7)、(8)式的解是收敛的。

4数值试验

对于方程(2)~(4)式,考虑α=1.8,L=2,T=1,f( )x =g( )x =0,φx,( )t =2x2-( )x
Γ1.( )2 t0.2+4t+2t2 时的情

形,此时方程的精确解为ux,( )t =t2x(2-x)。

表1给出了当t=1,空间及时间步长分别为τ=0.1,h=0.1;τ=0.05,h=0.05和τ=0.01,h=0.01时的数

值解un
i 与精确解ux,( )1 。
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表1 当t=1时不同步长下的数值解与精确解的比较

x
数值解un

i

τ=0.1,h=0.1 τ=0.05,h=0.05 τ=0.01,h=0.01
精确解u(x,1)

0.2 0.386155143944413 0.373272188705917 0.362686428199370 0.36000000000000
0.4 0.686951031129636 0.663826351038996 0.644822860275319 0.64000000000000
0.6 0.902044827988721 0.871487408416000 0.846373734669552 0.84000000000000
0.8 1.031196033234251 0.996132527745735 0.967314104984552 0.96000000000000
1.0 1.074262163360248 1.037688934339834 1.007629192990756 1.00000000000000
1.2 1.031196033234249 0.996132527745730 0.967314104984294 0.96000000000000
1.4 0.902044827988719 0.871487408415993 0.846373734669305 0.84000000000000
1.6 0.686951031129635 0.663826351038993 0.644822860275093 0.64000000000000
1.8 0.386155143944413 0.373272188705917 0.362686428199226 0.36000000000000

  从表1可见,当网格剖分越细时,数值解越接近精确解。这说明该格式是有效的。

表2 在T时刻的每个时间层上的L∞-误差

T h=0.1,τ=0.1 h=0.05,τ=0.025 h=0.025,τ=0.00625
0.1 0.009756750292491 0.002474373787279 0.000620377290852
0.2 0.019118252576870 0.004866708314855 0.001221590998410
0.3 0.027989906096858 0.007142105879208 0.001794020904793
0.4 0.036315795855355 0.009280620167102 0.002332263356090
0.5 0.044066947355895 0.011271624276909 0.002833429645850
0.6 0.051233523061883 0.013110743456063 0.003296292209077
0.7 0.057819398632518 0.014797940727919 0.003720767703267
0.8 0.063838259736806 0.016336223308599 0.004107572926938
0.9 0.069310721216736 0.017730724826011 0.004457982753970
1 0.074262163360248 0.018988033755394 0.004773653902597

  表2给出了取不同的时间、空间步长,在时间t=0.1,0.2,…,1时的L∞-误差,数值结果表明收敛阶能达到

Oτ+h( )2 ,与理论分析一致。

参考文献:
[1]牛滨华,孙春岩.地震波理论研究进展—介质模型与地震

波传播[J].地球物理学进展,2004,19(2):256-263.

NiuB H,SunCY.Developingtheoryofpropagationof

seismicwaves-medium modelandpropagationofseismic

waves[J].ProgressinGeophysics,2004,19(2):256-263.
[2]伍忠良,曾宪军,陆敬安.海洋地震勘探直达波综合效应分

析[J].海洋技术,2006(1):111-114.

WuZL,ZengXJ,LuJA.Thesyntheticanalysisofthedi-

rectarrivalinmarineseismicsurvey[J].OceanTechnolo-

gy,2006(1):111-114.
[3]王辉.用于岩体质量评价的地震波Q 值计算方法[J].工程

地质学报,2006,14(3):699-702.

WangH.ComputationalmethhodsofseismicQvaluesfor

evaluationofrockmassquality[J].JournalofEngineering

Geology,2006,14(3):699-702.
[4]朱德兵.双能量双通道地震采集技术[J].石油地球物理勘

探,2010,45(4):473-477.

ZhuDB.Dual-energyanddual-channelseismicacquisition

technology[J].OilGeophysicalProspecting,2010,45(4):

473-477.
[5]RossikhinYA,ShitikovaM V.Applicationsoffractional

calculustodynamicproblemsoflinearandnonlinearhered-

itarymechanicsofsolids[J].AppliedMechRev,1997,50
(1):15-67.

[6]王立俊.粘弹性方程的变网格有限元方法[J].计算数学,

1990,12(2):119-128.

WangLJ.Thefiniteelementmethodforthelinearhyper-

bolicequationsonavariablemesh[J].MathematicaNu-

mericaSinica,1990,12(2):119-128.
[7]李宏,孙萍,尚月强,等.粘弹性方程全离散化有限体积元

格式及数值模拟[J].计算数学,2012,34(4):413-424.

LiH,SunP,ShangYQ,etal.Afullydiscretefinitevol-

umeelementformulationandnumericalsimulationsforvis-

coelasticequations[J].Mathematica Numerica Sinica,

98第4期                 余跃玉,等:时间分数阶粘弹性方程的有限差分方法



2012,34(4):413-424.
[8]张斐然.粘弹性方程的Crank-Nicolson格式全离散非协调元

方法[J].河南大学学报:自然科学版,2011,41(2):123-128.

ZhangFR.Anonconformingfiniteelementmethodwith

Crank-Nicolsonfull-discreteschemeforviscoelasticitytype

equations[J].JournalofHenanUniversity:NaturalScience,

2011,41(2):123-128.
[9]朱慧卿,石东洋.粘弹性方程各向异性有限元方法的超收

敛分析[J].河南科学,2004,22(2):143-146

ZhuHQ,ShiDY.Asuperconvergenceanalysisofaniso-

tropicfiniteelementforviscoelasticequation[J].HenanSci-

ence,2004,22(2):143-146.
[10]张学凌,石东洋.粘弹性方程 Hermite型有限元方法的超

收敛分析[J].郑州经济管理干部学院学报,2007,22(1):

84-86.

ZhangXL,ShiDY.Superconvergenceanalysisforviscoe-

lasticequationwithHermite-typefiniteelement[J].Jour-

nalofZhengzhouEconomics & ManagementNstnute,

2007,22(1):84-86.
[11]余跃玉.一种Caputo型时间分数阶波动方程的差分方法

[J].四川师范大学学报:自然科学版,2014,37(4):524-528.

YuY Y.AdifferenceschemeonCaputotime-fracional

waveequation[J].JournalofSichuanNormalUniversity:

NaturalScience,2014,37(4):524-528.
[12]余跃玉,周均,胡兵.带阻尼项的时间分数阶波动方程的

一种差分方法[J].四川大学学报:自然科学版,2014,51
(1):40-46.

YuYY,ZhouJ,HuB.AdifferenceschemeonCaputotime

fractionalwaveequationwithdampingterm[J].Journalof

SichuanUniversity:NaturalScience,2014,51(1):40-46.
[13]郑茂波.耗散SRLW方程的拟紧致平均隐式守恒差分格式

[J].重庆师范大学学报:自然科学版,2014,31(1):71-75.

ZhengMB.APseudo-compactconservativeaveragefinite

differenceschemefordissipationSRLVequation[J].Jour-

nalofChongqing NormalUniversity:NaturalScience,

2014,31(1):71-75.
[14]刘利斌,刘焕文,余锦鸿.四阶抛物型方程子域精细积分

紧致差分格式[J].重庆师范大学学报:自然科学版,2008,

25(3):24-27.

LiuL B,Liu H W,YuJ H.CompactCrank-Nicolson

schemeforsolvingfourorderparabolicequationbasedon

Sub-domainpreciseintegration[J].JournalofChongqing

normaluniversity:NaturalScience,2008,25(3):24-27.

ADifferenceSchemeonCaputoTime-fractionalViscoelasticityWaveEquation

YUYueyu,TANGHaijun,ZHENGZhongjian,LIHongmei
(DepartmentofMathematicsandFinance,SichuanUniversityofArtsandScience,DazhouSichuan635000,China)

Abstract:Viscoelasticequationutt-Δut-Δu=φ(x,t)candescribethevibrationpropagationinviscoelasticmedium.Inthispaper,

wefirstwillproposeafinitedifferenceschemetosolveatimefractionalviscoelasticequationwithCaputotype,andwewilldiscuss

theexistenceanduniquenessofthedifferencesolution.Thenwewillusetheenergynormtoprovethenumericalstabilityandcon-

vergenceofthescheme.Finally,wewilluseanumericalexperimentverifythevalidityofthescheme.
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