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一类Boissonade模型的稳定性及分支分析
*

张 颖,杨 玉,衣凤歧

(哈尔滨工程大学 理学院,哈尔滨150001)

摘要:主要研究了一类刻画化学反应中斑图形成机制的Boissonade模型的动力学行为。首先,研究了该系统的正平衡解

的存在性。其次,研究了系统的零平衡解及正平衡解的稳定性和系统的正平衡解附近的Hopf分支的存在性问题。最后,

研究了平衡解的性质并给出了参数平面分支图。
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1预备知识

斑图形成问题是生物数学中人们研究的内容之一。在过去的几十年中,反应扩散方程被广泛的用来研究生

物数学中的斑图形成机制[1-6]。

文献[1]首次提出用如下的常微分方程来刻画某类化学反应问题的斑图形成问题:

du
dt=u-αv+γuv-u

3,t>0,

dv
dt=u-βv

,t>0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

(1)

其中,u和v 分别表示在该类化学反应中两种化学物质的浓度。α,β,γ均为正的参数,用来刻画两种化学物质反

应的强度。有关问题(1)的详细背景详见文献[1]。

模型(1)自提出以来,鲜有文献对其动力学行为进行研究。本文首次从数学角度上,利用无穷维动力系统的

定性理论以及分支理论等方法来研究其平衡解的稳定性以及系统产生 Hopf分支的可能性。所得的理论结果,

有助于人们进一步认识该类系统的丰富的动力学行为。

2主要结论

2.1正平衡解的存在性

系统(1)总具有平凡平衡解(0,0)。当0<α≤β时,系统(1)有唯一的正平衡解(u1,v1),其中:

u1:=γ+ γ2-4αβ+4β2
2β

,v1:=γ+ γ2-4αβ+4β2
2β2

。 (2)

当β<α≤β+γ2/4β时,系统(1)有两个正平衡解:一个为(2)式中定义的(u1,v1),另一个为(u2,v2),其中

u2:=γ- γ2-4αβ+4β2
2β

,v2:=γ- γ2-4αβ+4β2
2β2

。而当α>β+
γ2
4β

时,系统(1)不存在正平衡解。

2.2平衡解的稳定性、性质及Hopf分支分析
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2.2.1(0,0)的稳定性及性质分析 下面给出定理1。

定理1 1)当α>β>1时,(0,0)是局部渐近稳定的。当α<
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为稳定的结点;当

α>
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为稳定的焦点;当α=
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为稳定的退化结点。

2)当α>β且β<1时,(0,0)是不稳定的。当α<
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为不稳定的结点;当α>
(β+1)2
4

,

平衡点(0,0)为不稳定的焦点;当α=
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为不稳定的退化结点。

3)当α<β时,(0,0)是不稳定的。平衡点(0,0)为鞍点。

4)当α>β=1时,平衡点(0,0)为中心。

证明 系统(1)在(0,0)处的线性化算子为L(α)=
1 -α

1 -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

β
,其特征方程为

λ2-(1-β)λ+(α-β)=0。 (3)

令T(α)=1-β,D(α)=α-β,Δ1=T2-4D=(1-β)2-4(α-β)=(β+1)2-4α。

1)当α>β>1时,T(α)<0并且D(α)>0。因此(0,0)是局部渐近稳定的。

当Δ1>0,即α<
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为稳定的结点;当Δ1<0,即α>
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为稳定的

焦点;当Δ1=0,即α=
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为稳定的退化结点。

2)当α>β且β<1时,T(α)<0,D(α)>0。从而(0,0)是不稳定的。

当Δ1>0,即α<
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为不稳定的结点;当Δ1<0,即α>
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为不稳

定的焦点;当Δ1=0,即α=
(β+1)2
4

时,平衡点(0,0)为不稳定的退化结点。

3)当0<α<β时,总有D(α)<0,因此特征方程(3)总存在具正实部的特征根,从而(0,0)是不稳定的。此时

平衡点(0,0)为鞍点。

4)当α>β=1时,有T(α)=0,D(α)>0。平衡点(0,0)为中心。 证毕

2.2.2当0<α≤β时,正平衡解(u1,v1)的稳定性、性质及分支分析 当0<α≤β时,系统(1)有唯一的正平衡解

(u1,v1)。其稳定性及分支分析的结论如下。

定理2 1)假设α=β>0成立,若如下的任意一个条件成立,则(u1,v1)是局部渐近稳定的:①β≥1,对所有

的γ>0;②0<β<1,对γ2∈β2(1-β)
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷∞ ;而若如下条件成立:③0<β<1且γ2∈ 0,β

2(1-β)æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则(u1,v1)是

不稳定的。

特别地,当β∈ 0,
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3 ∪ 2

3
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 时,曲线γ=β 2(1-β)

2
是 Hopf分支曲线。在该分支曲线上,系统在

(u1,v1)附近经历了Hopf分支。

平衡点(u1,v1)的性质如下:(a)当β>2,γ>0时,或1≤β≤2,0<γ2<β
2(1- 2β-β2)

2
时,或0<β<2,γ2>

β2(1+ 2β-β2)
2

时,平衡点(u1,v1)为稳定的结点;(b)当1≤β≤2,β
2(1- 2β-β2)

2 <γ2<β
2(1+ 2β-β2)

2
时,

或0<β<1,β
2(1-β)
2 <γ2<β2(1+ 2β-β2)

2
时,平 衡 点(u1,v1)为 稳 定 的 焦 点;(c)当1≤β≤2,γ2=

β2(1- 2β-β2)
2

或0<β<2,γ2=β
2(1+ 2β-β2)

2
时,平衡点(u1,v1)为稳定的退化结点;(d)当0<β<1,
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0<γ2<β
2(1- 2β-β2)

2
时,平衡点(u1,v1)为不稳定的结点;(e)当0<β<1,β

2(1+ 2β-β2)
2 <γ2<β

2(1-β)
2

时,平衡点(u1,v1)为不稳定的焦点;(f)当0<β<1,γ2=β
2(1- 2β-β2)

2
时,平衡点(u1,v1)为不稳定的退化结

点;(g)当0<β<1,γ2=β
2(1-β)
2

时,平衡点(u1,v1)中心。

2)假设0<α<β,若如下的任意一个条件成立,则(u1,v1)是局部渐近稳定的:①β≥1,对所有的γ>0及

0<α<β;②0<β<1,对γ2∈ β2-β3,[ )∞ 及0<α<β;③0<β<1,对γ2∈ 0,β2-β( )3 及0<α<β
3+2β2+γ2
3β

;

④0<β<1,对 γ2∈ 1
2β2-β( )3 ,β2-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

3 及β3+2β2+γ2
3β

<α<β;⑤ 0<β<1,对 γ2∈ 0,12β2-β( )
æ

è
ç

ù

û
úú

3 及

β3+2β2+γ2
3β

<α<α+(γ,β);而若如下条件成立:⑥0<β<1,对γ2∈ 0,12β2-β( )
æ

è
ç

ù

û
úú

3 及α+(γ,β)<α<β,则(u1,v1)

是不稳定的。

特别地,α=α+(γ,β)是Hopf分支曲线。在该分支曲线上,系统在(u1,v1)附近经历了Hopf分支。

证明 1)假设α=β>0成立。系统在(u1,v1)处的线性化算子为L=L(β)=
1-2γ

2

β2
-β+

γ2

β
1 -

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

β

,其特征方

程为λ2-T(β)λ+D(β)=0。这里,T(β):=1-β-
2γ2

β2
=β2-β3-2γ2

β2
,D(β):=

γ2

β
>0,Δ2=T2-4D=

β2-β3-2γ2

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

-4γ
2

β
= 2γ

2

β2
æ

è
ç

ö

ø
÷-1
2

+β2-2β。

① 若β≥1成立,则对所有的γ>0,均有T(β)<0及D(β)>0,此时,(u1,v1)是局部渐近稳定的。

当β>2,γ>0时,或1≤β≤2,0<γ2<
β2 1- 2β-β( )2

2
或γ2>β

2 1+ 2β-β( )2

2
时,有Δ2>0,平衡点(u1,v1)

为稳定的结点;

当1≤β≤2,
β2 1- 2β-β( )2

2 <γ2<β
2 1+ 2β-β( )2

2
时,有Δ2<0,平衡点(u1,v1)为稳定的焦点;

当1≤β≤2,γ2=
β2 1- 2β-β( )2

2
或γ2=β

2 1+ 2β-β( )2

2
时,有Δ2=0,平衡点(u1,v1)为稳定的退化结点。

② 若0<β<1且γ2>β
2 1-( )β
2

成立,则有T(β)<0及D(β)>0,此时,(u1,v1)是局部渐近稳定的。

当γ2>β
2 1+ 2β-β( )2

2
时,有Δ2>0,平衡点(u1,v1)为稳定的结点;

当β2 1-( )β
2 <γ2<β

2 1+ 2β-β( )2

2
时,有Δ2<0,平衡点(u1,v1)为稳定的焦点;

当
γ2=β2 1+ 2β-β( )2

2
时,有Δ2=0,平衡点(u1,v1)为稳定的退化结点。

③ 若0<β<1且γ2<β
2 1-( )β
2

成立,则有T(β)>0及D(β)>0,此时,(u1,v1)是不稳定的。

当0<γ2<β
2 1- 2β-β( )2

2
时,有Δ2>0,平衡点(u1,v1)不稳定的结点;

当β2 1- 2β-β( )2

2 <γ2<β
2 1-( )β
2

时,有Δ2<0,平衡点(u1,v1)为不稳定的焦点;

当γ2=β
2 1- 2β-β( )2

2
时,有Δ2=0,平衡点(u1,v1)为不稳定的退化结点。
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④ 若0<β<1且γ2=β2 1-( )β
2

成立,亦 即β=β± (γ)时,有 T β±(γ( ))=0及 D β±(γ( ))>0,并 且

dT(β)
dβ β=β±(γ)

=-1+ 4γ2

β3±(γ)
,当β≠

2
3

时,dT(β)
dβ β=β±(γ)

是非零的,此时“横截条件”成立。由文献[6]知,在

(u1,v1)附近,γ=β 2(1-β)
2

为Hopf分支曲线,其中β∈ 0,
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3 ∪ 2

3
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 。在分支曲线上,系统在(u1,v1)附近

经历了Hopf分支。此时,平衡点(u1,v1)为中心。

2)假设0<α<β成立。系统在(u1,v1)处的线性化算子为

L(α)=
-2β2-γ2+3αβ-γ γ2-4αβ+4β2

β2
-α+γ

2+γ γ2-4αβ+4β2
2β

1 -

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

β

,

其特征方程为λ2-T(α)λ+D(α)=0,这里:

T(α)=-β
3+2β2-3αβ+γ2+γ γ2-4αβ+4β2

β2
,

D(α)=γ
2-4αβ+4β2+γ γ2-4αβ+4β2

2β
(>0)。 (4)

由D(α)>0可知,(u1,v1)的稳定性取决于T(α)的符号。下面研究T(α)何时大于、等于或小于零。通过推

导可知,T(α)=0等价于∑(α):=9βα2- 6β2(β+2)+2γ[ ]2 α+β2 β(β+2)2+2γ[ ]2 =0,其判别式为Δ=γ2+

12β2-12β3。

首先,考虑判别式Δ<0的情形,亦即

γ2<12β3-12β2 且β>1。 (5)

如果Δ<0,则∑(α)=0无解。易于验证:此时,对于所有的α>0,∑(α)>0,亦即:

β3+2β2-3αβ+γ( )2 2>γ γ2-4αβ+4β( )2 2。 (6)

当∑(α)>0时,T(α)=0无解,此时需要判断T(α)取值的正负性。

由(4)式可知:若β3+2β2-3αβ+γ2>0成立,则T(α)<0,此时,(u1,v1)是局部渐近稳定的;

若β3+2β2-3αβ+γ2<0成立,则由(4)、(6)式可知T(α)>0。下面证明β3+2β2-3αβ+γ2<0不可能成立。

事实上,若β3+2β2-3αβ+γ2<0成立,则有α>β
3+2β2+γ2
3β

。

由假设0<α<β,有β3+2β2+γ2
3β

<β这意味着γ2<β2-β3 且β<1。然而这与Δ<0相矛盾。故β3+2β2-

3αβ+γ2>0成立,从而T(α)<0。

其次,考虑判别式Δ≥0的情形,即0<β<1,或β≥1且γ2≥12(β3-β2)成立。

如果Δ≥0成立,则∑(α)=0有两个正解:

α±=α±(β,γ):=
6β2+γ2+3β3±γ γ2+12β2-12β3

9β
>0 (7)

若β≥1且γ2≥12β3-β( )2 ,则有β
3+2β2+γ2
3β

>β。从而,β
3+2β2+γ2
3β

>β>α。这意味着β3+2β2-3αβ+γ2>0,由

(4)式,T(α)<0。结合(5)式,证明了2)下面的①。

若γ2≥β2-β3 且0<α<β<1成立,则有 T(α)<0。事实上,如果γ2≥β2-β3 且0<α<β<1,则有

β3+2β2+γ2
3β

≥β>α,从而β3+2β2-3αβ+γ2>0,由(4)式,T(α)<0。从而证明了2)下面的②。

若0<β<1,0<γ2<β2-β3 且0<α<β
3+2β2+γ2
3β

成立,则有T(α)<0。事实上,β3+2β2-3αβ+γ2>0⇔
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0<α<β
3+2β2+γ2
3β

。从而β3+2β2-3αβ+γ2>0,由(4)式,T(α)<0。从而证明了2)下面的③。

若0<β<1,β
2-β3
2 <γ2<β2-β3 且β3+2β2+γ2

3β
<α<β成立,则T(α)<0。事实上,由Δ≥0可知(7)中式定

义的α±(β,γ)存在。由于α-(β,γ)<β
3+2β2+γ2
3β

<α<β<α+(β,γ),从而β3+2β2-3αβ+γ2<0,但∑(α)<0,则
由(4)式,T(α)<0。从而证明了2)下面的④。

由于0<β<1时,β2-β3>0。故对所有的0<α<β可以验证β
3+2β2+γ2
3β

>α-(β,γ)并且

β3+2β2+γ2
3β

<α+(β,γ)⇔γ2<4β2-4β3,

α+(β,γ)<β⇔β<1,0<γ2<β
2-β3
2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

通过上面的分析,若0<β<1及γ2<β
2(1-β)
2

成立,显然有β3+2β2+γ2
3β

<α+(β,γ)<β。

当β3+2β2+γ2
3β

<α<α+(β,γ)时,有β3+2β2-3αβ+γ2<0及 β3+2β2-3αβ+γ( )2 2< γ γ2-4αβ+4β( )2 2。即

由(4)式,T(α)<0。即证明了2)下面的⑤。

当α+(β,γ)<α<β,可以得到∑(α)>0,故有T(α)>0。从而证明了2)下面的⑥。

在0<β<1的情况下,Δ=γ2+12β2-12β3>0且当α=α+(β,γ)时,有∑(α+ (β,γ))=0,D(α+ (β,γ))>0。

故有T(α+(β,γ))=0,D(α+(β,γ))>0。并且dT(α)
dα α=α+(β,γ)

=3 γ2-4α+(β,γ)β+4β2+2γ
β γ2-4α+(β,γ)β+4β2

>0。显然是非零

的,此时“横截条件”成立。由文献[7],在(u1,v1)附近,α=α+(β,γ)为 Hopf分支曲线。在分支曲线上,系统在

(u1,v1)附近经历了Hopf分支。

注1 当0<α<β时,(u1,v1)的性质与0<α=β时,(u1,v1)的性质讨论方法相同,但表达式更繁杂。

2.2.3当β<α≤β+
γ2
4β

时,(u1,v1)和(u2,v2)的稳定性分析 当β<α≤β+
γ2
4β

时,(u1,v1),(u2,v2)是系统(1)的两

个正平衡解,其稳定性结论如下。

定理3 假设β<α≤β+
γ2
4β

成立。1)若如下的任意一个条件成立,则正平衡解(u1,v1)是局部渐近稳定的:

①β≥1,对所有的γ>0及β<α≤β+
γ2
4β
;②0<β<1,对γ2∈ 4(β2-β3),[ )∞ 及β<α≤β+

γ2
4β
;③0<β<1,对γ2∈

β2-β3,4(β2-β3( ))及β<α<α+(β,γ);④0<β<1,对γ2∈β2-β3
2

,β2-β
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 及β<α<α+(β,γ)。

然而,如果⑤0<β<1,对γ2∈ 0,4(β2-β3( ))及α+(γ,β)<α≤β+
γ2
4β
,则平衡解(u1,v1)是不稳定的。特别

地,α=α+(γ,β)是Hopf分支曲线。在该分支曲线上,系统在(u1,v1)附近经历了Hopf分支。

2)正平衡解(u2,v2)总是不稳定的。

由于此定理的证明与定理1相似,因此省去相关的证明。

注2 当β<α≤β+
γ2
4β

时,(u1,v1)的性质同样与0<α=β时,(u1,v1)的性质讨论方法相同,但表达式很繁杂。

2.3平衡点处的参数平面分支图

在(0,0)处,以及当0<α=β时,(u1,v1)处的参数平面分支图分别如图1、图2。
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     图1 (0,0)处的参数平面分支图             图2 0<α=β时,(u1,v1)处的参数平面分支图
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StabilityandBifurcationAnalysisinaKindofBoissonadeModel

ZHANGYing,YANGYu,YIFengqi
(CollegeofScience,HarbinEngineeringUniversity,Harbin150001,China)

Abstract:Inthispaper,akindofBoissonademodeldescribingtheformationofTuringpatternsisinvestigated.Firstly,weconsider
theexistenceofthepositiveequilibriumsolution.Secondly,westudythestabilityofthenonnegativeequilibriumsolutionsandtheex-
istenceofHopfbifurcationnearthepositiveequilibriumsolution.Finally,weinvestigatethepropertyoftheequilibriumsolutionand

providebifurcationdiagramintheparameterplane.
Keywords:formationofTuringpatterns;Boissonademodel;stability;Hopfbifurcation
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