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捕食者具有阶段结构和基于比率捕食系统的定性分析
*

杨琦敏,曾云辉,高甜甜

(衡阳师范学院 数学与计算科学系,湖南 衡阳421008)

摘要:研究了一类捕食者具有阶段结构和基于比率捕食系统的解的性态,通过应用比较原理和分析方法获得了当-τ≤

θ<0时,若x(θ),y(θ)≥0,x(0),y(0)>0,则系统的解在t≥0时是正的;若αre-rτ>av时,系统的任意正解是有界的;若

r>b
m

且αe-rτ
r-b

m
a >v,则系统是持久的。最后通过数值模拟阐述了所得结论的正确性。
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在生物群落中,大多数种群的成长都具有阶段结构。Aiello和Freedman提出了著名的具有年龄结构的单

种群模型,这为后续研究具有阶段结构的模型奠定了重要的基础。近年来对具有阶段结构的捕食系统已有较多

的研究[1-3]。但是将捕食者分为两个阶段来考虑时,没有考虑比率型功能性反应函数即捕食者对食饵功能性反

应是其两种群的密度比值函数,因此考虑具有阶段结构和基于比率的捕食系统更具有实际意义。

1模型的提出

用x(t)表示捕食者在时间t的密度,用y(t),y1(t)分别表示成熟捕食者和不成熟捕食者在时间t的密度,r

表示被捕食者的内在增长率,a是被捕食者密度依赖系数,bx
my+n

为比率型功能性反应函数,其中m 为正常数,

表示的是捕食者对食饵的功能性反应是其两种群的密度比值函数,α是转换率,τ是常数时滞即对成熟者假设平

均年龄,该年龄作为一个常数时滞反映未成熟个体的时滞出生和降低未成熟个体的时滞出生以及降低未成熟个

体到成熟个体的存活率,γ是为成熟个体的死亡率,v,β分别是成熟捕食个体的死亡率和种群内的竞争系数。因

此,笔者研究的捕食系统为

ẋ(t)=x(t)r-ax(t)- by(t)
my(t)+x(t

é

ë
êê

ù

û
úú),

ẏ(t)=αe-rty(t-τ)x(t-τ)-vy(t)-βy2(t),

ẏ(t)=αx(t)y(t)-αe-rty(t-τ)x(t-τ)-γy1(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )。

该捕食系统的初始条件为:

x(θ)=Φ(θ)≥0,y(θ)=φ1(θ)≥0,y1(θ)=φ2(θ)≥0,

θ∈ -τ,[ ]0 ,Φ(0)>0,φi(0)>0,i=1,2,
其中Φ= (Φ(θ),φ1(θ),φ2(θ))∈ -τ,[ ]( 0 ,R3 )+ 。

由于系统中的第三个方程可以化简为
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y1(t)=c(t)e-γt,
其中

c(t)=∫αeγtx(t)y(t)-αeγ(t-τ)x(t-τ)y(t-τ)dt+ ～c,

其中 ～c为常数,则

y1(t)=e-γt∫αeγtx(t)y(t)-αeγ(t-τ)x(t-τ)y(t-τ)dt+ ～ce-γt ,

又x(t),y(t)是由前两个方程确定,也就是说第三个方程是由前两个方程确定。

2预备知识

定义1 设在正常数 m,M,且 M>m,若对系统的任意解 (x(t),y(t))满足

m≤liminf
t→∞

x(t)≤limsup
t→∞

x(t)≤M,

m≤liminf
t→∞

y(t)≤limsup
t→∞

y(t)≤M,

则称系统是持久的,否则是不持久。
引理1[8] 考虑下面的微分方程

ẋ(t)=ax(t-τ)-bx(t)-cx2(t),
其中常数a,b,c,τ>0,如果对所有的t∈ -τ,[ ]0 ,都有x(t)>0成立,则有下面结论成立:

(Ⅰ)若a>b,则lim
t→∞

x(t)=a-bc
;

(Ⅱ)若a≤b,则lim
t→∞

x(t)=0。

引理2[8] 考虑下面微分方程ẋ(t)=x(t)(d1-d2x(t)),其中d2>0且初值x(t0)为非负,则有下面结论成

立:

(Ⅰ)若d1>0,则lim
t→∞

x(t)=d1d2
;

(Ⅱ)若d1≤0,则lim
t→∞

x(t)=0。

引理3[4] 设f(t,x)与F(t,x)都是在平面区域G 上连续的纯量函数且它们所分别对应的两个方程都满足

解存在唯一性定理的条件和不等式

f(t,x)≤F(t,x),(t,x)∈G,
若x=Φ(t),x=φ(t)分别是下面两个一阶方程

ẋ=f(t,x)
和

ẋ=F(t,x)
经过同一点(t0,x(t0))的解,则有t≥t0 且t属于两者共同存在的区间时,必有Φ(t)≤φ(t)。

3解的正性

定理1 如果在-τ≤θ<0时,x(θ),y(θ)≥0,x(0),y(0)>0,则系统的解在t≥0时是正的。
证明 在任意时刻t>0,存在x(t)>0,对此,由系统的第一方程可知

ẋ(t)
x(t)=r-ax

(t)- by(t)
my(t)+x(t)

,

对上式两边积分可得

∫
t

0

1
x(t)dx

(t)=∫
t

0
(r-ax(s)- by(s)

my(s)+x(s)
)ds,

由此可得

x(t)=x(0)exp∫
t

0
r-ax(s)- by(s)

my(s)+x(s
é

ë
êê

ù

û
úú)d{ }s ,
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由初始条件x(0)>0可知,对任意的t>0,都有x(t)>0。
下面证明对于所有的t>0有y(t)>0,对于这个证明采用比较原理和迭代思想进行验证结论的正确性。
先考虑在[0,τ]上对任意t∈[0,τ]有t-τ∈[-τ,0],因此有y(t-τ)=φ1(t-τ)≥0且y(θ)=x(θ),由此可

以得到当t∈[0,τ]上有y(t-τ)≥0,同理可知当t∈[0,τ]时有x(t-τ)≥0,因此系统的第二个方程可以改写为

ẏ(t)≥-vy(t)-βy2(t),
对方程两边积分得

y(t)≥y(0)exp-∫
t

0
v+βy(s)d{ }s ,

由初始条件y(0)>0易知对任意t∈ 0,[ ]τ 有y(t)>0。
再考虑在[τ,2τ]上对任意t∈[τ,2τ]有t-τ∈[0,τ],由上述可以得到y(t-τ)>0,x(t-τ)>0,从而可以得

到对任意的t∈[τ,2τ]有y(t)>0。
以此类推,由数学归纳法,可知对任意的n=1,2,3,…,当t∈ nτ,(n+1)[ ]τ 时有y(t)>0,因此对任意的t≥

0,总有y(t)>0成立。 证毕

4解的有界性

定理2 若αre-γτ>av则对系统在初始条件的任意正解x(t),y(t)存在一个T>0,对所有的t>T,有

0<x(t)<M1,0<y(t)<M2

成立,则说明该任意正解x(t),y(t)是有界的,其中M1=r
a
,M2=

αe-γτM1-v
β

。

证明 假设z(t)=(x(t),y(t))是捕食系统在初始条件下的任意正解,根据捕食系统的第一个方程,由解的

正性可知

ẋ(t)≤x(t)(r-ax(t)),t≥t0。 (1)
考虑辅助方程

u̇(t)=u(t)(r-au(t)), (2)
由于a>0,由引理2有

lim
t→∞

u(t)=r
a
,M1=r

a
。

设u*(t)是方程(2)满足初始条件u̇(t0)=x(t0)的解,则由比较原理可知,当t≥t0 时

x(t)≤u*(t),
因此有

limsup
t→∞

x(t)≤lim
t→∞

u*(t)=M1,

这表示x(t)是最终有界的,且界为M1,即为任意常数ζ>0,存在T1>0当t≥T1 时,

x(t)≤M1+ζ,
由此对t>T1 有

ẏ(t)≤αe-γτ(M1+ζ)y(t-τ)-vy(t)-βy2(t)。
考虑辅助方程

ẇ(t)=αe-γτ(M1+ζ)w(t-τ)-vw(t)-βw2(t), (3)
由假设条件αre-γτ>av,可知当ζ>0充分小时,有αe-γτ(M1+ζ)-v>0,所以由引理1对辅助方程的任意正解

w(t)有

lim
t→∞

w(t)=αe
-γτ(M1+ζ)-v

β
。

设ẇ(t)是方程(3)满足初始条件w(s)=y(s)对s∈[T1-τ,T1]的解,由引理3可知

y(t)≤w*(t),
于是对t>T1 有
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limsup
t→∞

y(t)≤lim
t→∞

w*(t)=αe
-γτM1-v
β

,

由于ζ1>0的任意性,令ζ1→0则有

limsup
t→∞

y(t)≤
αe-γτM1-v

β
,

令

M2=
αe-γτM1-v

β
,

这表明y(t)是最终有界的,且有界为M2。 证毕

5系统的持久性

定理3 假设r>b
m

且αe-γτm1>v,其中m1=
r-b

m
a

,则系统的任意正解(x(t),y(t))有下式成立

m1<liminf
t→∞

x(t)≤limsup
t→∞

x(t)<M1,

m1<liminf
t→∞

y(t)≤limsup
t→∞

y(t)<M2,

其中m2=
αe-γτm1-v

β
,则说明该系统是持久的。

证明 对任意正解(x(t),y(t))由定理4
limsup

t→∞
x(t)≤M1,limsup

t→∞
y(t)≤M2,

于是对任意充分小的ζ>0,存在T0>0。当t≥T0 时有

x(t)≤M1+ζ,y(t)≤M2+ζ,
by(t)
my(t)≤

by(t)
my(t)+x(t)

,

对系统的第一个方程

ẋ(t)=x(t)r-ax(t)- by(t)
my(t)+x(t

æ

è
ç

ö

ø
÷

),

当t≥T0 时有

ẋ≥x(t)r-ax(t)-bæ

è
ç

ö

ø
÷

m
。

考虑辅助方程

u̇1(t)=u1(t)r-au1(t)-bæ

è
ç

ö

ø
÷

m
,

由于r-b
m>0

,故由引理2可得

lim
t→∞

u1(t)=
r-b

m
a

。

设u*
1 (t)是辅助方程满足初始条件u*

1 (T0)=x(T0)的解,则由引理3可知

x(t)≥u*
1 (t),

于是可得

liminf
t→∞

x(t)≥liminf
t→∞

u*
1 (t)=

r-b
m

a
。

令

m1=
r-b

m
a

,
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对任意的ζ>0存在T0>0,当t>T0 时有x(t)≥m1-ζ,由αe-γτm1>v可知,当ζ>0充分小有

αe-γτ(m1-ζ)>v。
由系统的第二个方程

ẏ(t)=αe-γτx(t-τ)y(t-τ)-vy(t)-βy2(t),
由上可得

ẏ(t)≥αe-γτ(m1-ζ)y(t-τ)-vy(t)-βy2(t)。
考虑辅助方程

ẇ1(t)=αe-γτ(m1-ζ)w(t-τ)-vw(t)-βw2(t),
设ẇ1(t)是辅助方程满足初始条件ẇ1(θ)=y(θ),θ∈[T0-τ,T0]的解,则由比较定理可得

y(t)≥w*
1 (t)。

对t≥T0 有

liminf
t→∞

y(t)≥liminf
t→∞

w*
1 (t)=αe

-γτm1-v
β

,

定理得证,则该系统是持久的。 证毕

6数值模拟

在这节,首先给出一些数值模拟来进一步说明前面分析、讨论的正确性。取上述系统中r=0.5,a=0.5,b=
5,m=10,v=1,β=1.5,γ=0.5,α=5,τ=0.2,可得

ẋ(t)=x(t)0.5-0.5x(t)- 5y(t)
10y(t)+x(t

æ

è
ç

ö

ø
÷

),

ẏ(t)=5e-0.1x(t-0.2)y(t-0.2)-y(t)-1.5y2(t

ì

î

í
ïï

ïï )。

当(x(0),y(0))=(0.5,1)和r>b
m

时,通过计算先看上述系统被捕食者的变化(图1)。

通过观察图1可得,上述系统满足定理5的情况下是持久的。
取上述系统中r=0.5,a=0.5,b=10,m=10,v=1,β=1.5,γ=0.5,α=5,τ=0.2,可得

ẋ(t)=x(t)0.5-0.5x(t)- 10y(t)
10y(t)+x(t

æ

è
ç

ö

ø
÷

),

ẏ(t)=5e-0.1x(t-0.2)y(t-0.2)-y(t)-1.5y2(t

ì

î

í
ïï

ïï )。

当(x(0),y(0))=(0.5,1)和r<b
m

时,通过计算先看上述系统被捕食者的变化(图2)。

      
         图1 系统被捕食者的变化               图2 系统被捕食者的变化

  通过图2可得,上述系统不满足定理5的情况下是不持久的。
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QualitativeAnalysisinaRatio-BasedPredator-PreySystemwithStageStructureforPredator

YANGQimin,ZENGYunhui,GAOTiantian
(DepartmentofMathematicsandComputationalScience,HengyangNormalUniversity,HengyangHunan421008,China)

Abstract:Inthispaper,apredator-preysysteminaratio-basedpredatorwithstate-structureforpredatorisinvestigated.Byusing

methodsofthecomparisonprincipleandanalysis,somesufficientconditionsareobtainedif-τ≤θ<0,x(θ),y(θ)≥0,x(0),

y(0)>0,andthenthesolutionofthesystemispositivefort≥0;Ifαre-rτ>av,andthenanypositivesolutionsofsystemisbound-

ed;andifr>b
m andαe-rτ

r-b
m

a >v,thensystemispersistent.Finally,numericalsimulationdescribestheconclusionsarecorrect.

Keywords:stagestructure;positivity;persistence

(责任编辑 游中胜)

更  正

因作者原因,2015年第3期113页第3行原文为“ ∭
xi≥0,1≤i≤3

x1+x2+x3£1

(x1+x2)x3
(x1+x2+1)2

dx1dx2dx3=∫
1

0

x2(1-x2)
(x+1)2

dx”,

现需更正为“ ∭
xi≥0,1≤i≤3

x1+x2+x3≤1

(x1+x2)x3
(x1+x2+1)2

dx1dx2dx3=12∫
1

0

x2(1-x2)
(x+1)2

dx”,特此更正。
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