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pq阶Cayley图的反符号星控制数
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摘要:设G=(V,E)是一个没有孤立顶点的图,如果一个函数f:E→{-1,1}满足f(E(v))≤0对一切v∈V(G)均成立,则

称f为图G 的一个反符号星控制函数,图G的反符号星控制数定义为γrss(G)=max{f(E)|f 为G 的反符号星控制函

数}。确定了pq(2<p<q,且p,q为互异的素数)阶群Γ上Cayley图X(Γ,M)的反符号星控制数γrss(X(Γ,M))=-q,M
表示群Γ 的极小生成集。
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文章中的图是无向简单图,未注明的符号在文献[1-3]中。
近年来,图的控制理论被人们广泛研究和应用,从而产生了许多图的控制概念,从图的点控制到边控制,再

到全控制。1998年美国图论学者Haynes等人为了全面系统地总结这些年来图论中一些重要结论出版了一本

专著,从这些结论中发现关于图的点控制内容比较多,图的边控制结论很少。2007年徐保根教授提出了符号边

控制的概念,随后他又提出了符号圈控制、符号团控制和符号星控制等概念,并在2013年出版了专著[2],图的边

控制中有许多难题未解决,这些年图的控制数研究的主要内容是确定其界限,并确定了一些特殊图(例如路、圈、
完全图、轮图和完全二部图等)的控制数的精确值,一般地确定一个图的控制数的精确值是困难的。

定义1[1] 设G 为有限群,M⊂G,M 是G 的一个生成集,记为G=<M>。若∀x∈M,<M-x>是G 的真子

群,则称M 是群G 的一个极小生成集。所谓生成集为M 的群G 上的Cayley图(无向图)用符号X=X(G,M)表
示,定义如下:

V(X)=G,E(X)={(g,gs)|g∈G,s∈M∪M-1}。

2008年,徐保根教授提出了反符号星控制数的定义,确定了其上界,同时也确定了完全图和完全二部图的反

符号星控制数,对一般图的反符号星控制数的精确值还未得到解决。本文研究pq(2<p<q,且p,q为互异的素

数)阶群Γ上Cayley图X(Γ,M)的反符号星控制数γrss(X(Γ,M))=-q,M 表示群Γ 的极小生成集,X(Γ,M)表
示群Γ上对生成集M 的Cayley图。图G=(V,E),v∈V,v点在G 中的边邻域简记为E(v)={uv∈E|u∈V}。

定义2[4] 设G=(V,E)是一个没有孤立顶点的图,如果一个函数f:E→{-1,1}满足f(E(v))≤0对一切

v∈V(G)均成立,则称f为图G 的一个反符号星控制函数,图G 的反符号星控制数定义为γrss(G)=max{f(E)|
f为G 的反符号星控制函数}。

通过上述定义,显然有:

引理1 设f是图G 的反符号星控制函数,对于每个奇度点v∈V(G)有 ∑
e∈E(v)

f(e)=-1,每个偶度点u∈

V(G)有 ∑
e∈E(u)

f(e)=0,则f是图G 的最大反符号星控制函数。

引理2[3] pq(2<p<q,且p,q为互异的素数)阶群Γ包含唯一的q阶正规子群。
定理1 pq(2<p<q,且p,q为互异的素数)阶Cayley图X(Γ,M)的反符号星控制数γrss(X(Γ,M))=-q,

其中M 表示群Γ 的极小生成集。

* 收稿日期:2014-04-11    修回日期:2015-03-19    网络出版时间:2015-5-15 10:55
资助项目:教育部春晖计划(No.Z2014080);国家自然科学基金(No.61174022)

作者简介:廖江东,男,讲师,研究方向为图论,E-mail:ljd88073@163.com
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.n.20150515.1055.002.html



证明 根据引理2有极小生成集M 中必包含有一个阶为p 的元素a,下面对极小生成集 M 中包含元素的

阶分成两类:
情况1 极小生成集M 中含有阶为q的元素b。
根据引理2,Γ=<a,b>,不妨假设M={a,b},设B=<b>,则B◁Γ,Γ/B 为P-群,又Γ=<a,b>,故Y=

{Ba|a∈M}是群Γ的一个极小生成集,X(Γ/B,Y)是Hamilton图,记(B,Ba,…,Bap-1,B)为X(Γ/B,Y)的一个

Hamilton圈,于是Γ/B={B,Ba,…,Bap-1}|Γ/B|=p,且Aai=(Bai-1)(Bbi)=Bai-1bi,i=1,2,…,p,a∈M,并
令ap=a0=e。由 X(Γ/B,Y)的路{B,Ba,…,Bap-1}可导出 X(Γ,M)的一条路S0:S0=(e,bk1a,bk2a2,…,

bkp-1ap-1),其中0≤ki≤q-1。
因为用元b左乘群Γ 的每一个元的变换是图X(Γ,M)的一个自同构,故由路S0 可得X(Γ,M)的路S1,S2,

…,Sq-1,

图1 由路得到的Cayley图X(Γ,M)

    S1=(b,bk1+1a,bk2+1a2,…,bkp-1+1ap-1),

    S2=(b2,bk1+2a,bk2+2a2,…,bkp-1+2ap-1),

            ︙

    Sq-1=(bq-1,bk1+q-1a,bk2+q-1a2,…,bkp-1+q-1ap-1)。
这里b的指数取模q,由路S0,S1,S2,…,Sq-1可得到 Cayley图

X(Γ,M)(图1)。
情况2 极小生成集M 中全部元素的阶为p。
设元素a的阶为p,B 是群Γ 阶为q 的唯一正规子群,则群Γ 中一

定含有元素c使得c∈aiB,即c=aib,i=1,2,…,p-1,b是群Γ 中阶为q 的元,由于b=a-ic,则Γ=<a,b>=
<a,c>,因此不妨假设 M={a,c}。根据引理2,对某个正整数t,tp≡1(modq),t模q 不余1,a-1ba=bt,bq=
ap=e,得到路S0,

S0=(b,ba,…,bap-1-i,bt+1ap-1,bt+1ap-2,…,bt+1ap-i)。
因为用元bt+1左乘群Γ的每一个元的变换是图X(Γ,M)的一个自同构,故由路S0 可导出X(Γ,M)的路S1,

S2,…,Sq-1,

S1=(b(t+1)+1,b(t+1)+1a,…,b(t+1)+1ap-1-i,b2(t+1)ap-1,b2(t+1)ap-2,…,b2(t+1)ap-i),

S2=(b2(t+1)+1,b2(t+1)+1a,…,b2(t+1)+1ap-1-i,b3(t+1)ap-1,b3(t+1)ap-2,…,b3(t+1)ap-i),
︙

Sq-1=(b(q-1)(t+1)+1,b(q-1)(t+1)+1a,…,b(q-1)(t+1)+1ap-1-i,ap-1,ap-2,…,ap-i)。
这里b的指数取模q,由路S0,S1,S2,…,Sq-1可得到Cayley图X(Γ,M)(图1)。

综合上面两种情况的讨论,已将Cayley图X(Γ,M)构造出来了,下面将Cayley图X(Γ,M)上的边进行分

类,Aij表示在路Si 上的第j条边,其中i=0,1,2,…,q-1,j=1,2,…,p-1,Blm 表示由路S0 上第l个点通过b
生成的第m 条边,其中l=1,2,…,p,m=1,2,…,q-1,Clq表示由路S0 上第l个点通过b生成的第q 条边,其中

l=1,2,…,p,则Cayley图X(Γ,M)边集E(X(Γ,M))=(∪
q-1

i=0
∪
p-1

j=1
Aij)∪(∪

p

l=1
∪
q-1

m=1
Blm)∪

p

l=1
Clq。

定义反符号星控制函数f:E(X(Γ,M))→{-1,1},

f(e)=

(-1)j,e∈Aij,i=0,

-1,e∈Aij,i=q-1,
(-1)j+1,e∈Aij,1≤i≤q-2,

-1,e∈Blm,l=1,
(-1)m,e∈Blm,2≤l≤p,

1,e∈Clq,1≤l≤p-1,

1,e∈Clq,l=p

ì

î

í
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图2 p=5,q=7时,pq阶

Cayley图X(Γ,M)的标号

  因此,每个偶度点u∈V(X(Γ,M))有 ∑
e∈E(u)

f(e)=0,每个奇度点

v∈V(X(Γ,M))有∑
e∈E(v)

f(e)=-1,根据引理1有f是一个最大反符

号星控制函数,则γrss(X(Γ,M))=-q。 证毕

例如:当p=5,q=7时,pq阶Cayley图X(Γ,M)的反符号星控制

数γrss(X(Γ,M))= -q=-7(图2)。
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TheReverseSignedStarDominationNumberonCayleyGraphsofOrderpq
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Abstract:LetG=(V,E)beagraphwithoutisolatedvertices,afunctionf:E→{-1,1}issaidtobeareversesignedstardomina-
tionfunctionofGiff(E(v))≤0holdsforeveryv∈V(G),γrss(G)=max{f(E)|fisareversesignedstardominationfunctionofG}

iscalledthereversesignedstardominationnumberofG.Inthispaperwedeterminethereversesignedstardominationnumber

γrss(X(Γ,M))=-qonCayleygraphsX(Γ,M)oforderpq(2<p<q,p,qaredifferentprimes),MdenotegroupΓofminimalgen-
eratingset.
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